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§ 34. Bepaalde integralen.

We Dbeschouwen een n-dimensionale Buclidische ruimte Rn, waarvan de
punten dus uit n-tallen rc&le getallen ( ; gesoy ?n) bestaan (zie § 10).
We maken de afspraak punten van deze ruimte met Latijnse letters en
regle getallen met Grickse letters te schrijven. We beschouwen nu een
functie ? (?,..., >n)dle aan de punten van cen zekere deelverzameling
V van Rn retle getallen toevoegt en die aan de volgende voorwaarden Voln.
doet:

1° de punten van Vy waaricor #C vormen een begrcnsde verzameling W,
d.w.z, er is een getal * 0, zodat voor de punten van W geldt
Ixf<f

20 de functie % is begrensd, d.w.z. er is een getal }3>€) zodat
“voor alle punten x=(3 ,..., },) €V geldt \U‘(&-,...,)ﬂ) C ¥ .
We schrijven, als X~(-y,...,§ ), al naar het ons het beste uitkomt,
@x) of (§,.., 50,

We maken nu de functie Y tot een functie, die in de gchele R
Fgedeflm.eerd is door voor xgﬁV te definifren ngx)_o Het is duldellak
dat daarbij de voorwaarden 1° en 2 vervuld blijven,

We gaan nu Rn verdclen in rechthockige hokjes, waarvan de lengte
der ribben Eﬁ— (m een natuurlijk getal) is. Ben hokje krijgen we door
gen n-tal gehele getallen kj,...,k te kiezen; hﬁt hokje 1§ g?n de ver-
zameling der punten ( r,,..., § }, waarvoor geldt ; £ %

Tom voor
i=1y¢.4yn. Ecn dergelijk hokje heet een hokje uit de m€ (hokjes)verde-
ling. Het spreekt vanzelf, dat ieder punt van R in één en slechts éen ‘
hokje van de o verdeling llgt. Verder is het duldellak, dat slechts
eindig veel hokjes uit de ne verdeling punten met W gemeen hebben, n.l.
als 1 een geheel getal Q(ﬁ is, ten hoogste (22172,
Opgave 127. Ga dit laatste na.

Als mﬂ«{mg, is een willckeurig hokje van de m2 verdeling deelver-
zamellng van een hokje uit de mfg verdeling. Als n.l. k1,...,k gegeven
z13n, bepalen we 11,...,1 Z0, dat

i fz kl (li+1

. - ) m‘ __m‘
2 %??r?ft jolgt k< (1i+1)2 en omdat hierin gehele




getallen staan geldt: S | ~ An 117.

k.+1  1.+1 k., :
A~ i i . iz i
l ki-t"!((llﬂzzm , dus e f -l Uit Mgmi ...5[( -——---2m1
+
volgt dus-é-—-——» ‘_‘E < 2m, .

Het aantal hokjes van de ng verdeling, dat bevat is in een hokje

e . (m;-m, )n : )
van de m,~ verdeling bedraagt 2 ( nog steeds geldt m,<m,).

Opgave 128, Bewijs dit,

We noemen 2 7 ge grootte van cen hokje uit de e verdeli}lg. Dan is
de som van de grootten van de hokjes van de mz—e— verdeling die bevat
zijn in een hokje van dc miﬁ verdeling, gell;:k aan de ﬁrootte van het

. (mg-m, ) ~m,n  -wn
hokje wuit de m,~ verdeling, immers 2 2 = 2 .

Als symbool van een hokje kiezen we i xli s zijn grootte schrijven
we A ﬁ xu . De m% verdeling schrijven we V. We definiéren nu de m&
bovensom S *( ‘f’} van Y door van elk hokje de grootte tc vermenigvuldi-
gen net de bovenste grens van t{) genomen voor de punten van dat hokje
{deze bestaa’c op grond van voorwaarde 2 )en op te tellen. Op grond van
voorwaarde 1° bevat deze som slechts eindig veel termen dic van nul
verschillen. Analoog defini¥ren we de m™ benedensom %, ( 'f) met de on-
derste grens van P In symbolen geschreven:

. % ST T .

S = l__.. 2™ g en S = > Lo gpr .
n ((P) HxWteV,, Yy« %xk" L{) (y) X'm( tF) XNz V., g ey \?(y)
We mocten hierbij bedenken, dat we t{) tot de gehele Bn hebben uit-

gebreid, zodat dus bij hokjes die punten buiten V bevatten dec waarde O

voor de vorming van sup en inf meege’celd moeten Woraen.

'(34- 1) Voor m,<{m, geldt 8, (kf)_~ \{’)58 (tf)f' * (‘-{’)»
Bewijss Sy (H{B) -_S (L{) is ev::.dent Verder is ev:Ldent dat, als

L en M declverzmnellngen ven R zijn en L CHM, geldt sup % (x) -<sup \P(x)

en ;ﬁ ¢ (x) > :1(.r%;.’M W (x). Voor {yll € Vm, geldt dan

i!?;e—\; ».aemu L{) (2) /\“ H < & | o (p( ) A” ”

WeRe Vo selgd |
fixic !13 : RS A WA
= f f = ) 4 g o
P e AT e, g 2 Al
lvurllyu

Door dait ov;r de hokjes van dec m1- verdeling te sommeren vindt men
(lf ) ‘.;S (). De betrekking Sim (p) <% ( ‘f') wordt op 'maloge
ngze gevonden. Daarmee is (34.1) bewezen.
Hieruit volgt dat de rij S, (ﬁf) ecn begrensde isotohe rij en
*(!{)) een begrensde anultone rij is., Beide zijn dus convergent; noem
hun limicten resp. de benedenintegraal en de bovenintegraal van L{? .
In symbolen: '

| -
wose ‘q*m((f)” /Lf’(x)d“x , limmsm (lf% / (Io(x)%'
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Verder volgt uit (34.1) nog:

(34.2) [ @eaw, < [ Paw, .

Als ’:{‘? (x)dw = (Sﬁ(x)d&-fx, noecmen we de functiec (P (x) Riemann-
integreerbaar of kortweg intcgreerbaar. In dat geval heet de bencden~—
integraal=bovenintegraal de integraal van  , geschreven f © (x)ae, .
Men spreekt ook wel van de bevaalde integraal in tegenstelling tot de
later te behandelen onbepaalde integralen. Als n=1, dan is R1 ‘de ruimte
der reélc getallen en (ff‘ (3;) een reéle functiey men schrijft dan voor
de integraal van Kf) eenvoudiger j‘P ( % )&% en analoog voor bencden-
en bovenintegraal. In dat geval noemt men een integraal ook wel een
enkelvoudige integrasl. Voor willekeurige n spreekt men van een
n-voudige integraal ; als n2 2 in het algemeen ook van cen meervoudige
'E:'mﬂl:eﬁr;a aal.

Niet icdere functie is integreerbaar; neem b,v, in R, voor V het
intcrval [0,1] en daar P (&£)=0 voor irrationale & eu ¥ (&)=1 voor
rationale ¥ . Een hokje in 31 is een interval., In ieder interval lig-
gen zowel rationale als irrationale getallen (zie (3.37) en (8.44)),
dus geldt voor alle hokjes dic tussen O en 1 zijn gelegen,dat sp P( g)'::‘l
en inf P (§)=0. Dus 5, _(¥)=0 en 55 (P)= S A yxil =287 |

‘ " Hxjey
voor alle m. Dus f‘f(&)dé =0 en j ‘P(E )dé =1, dus ‘f is niet
integreerbaar. * 4
Een belangrijke functie in V is de z.g. karakteristieke functie
Xv(x} van V, dat is de funciie die in V overal de wearde 1 aanneemt,
jdus  Ax)=1 als x€V en X A{x)=0 als x€V. De integraal (zo deze
bestaat), resp. de boven- en benedenintegraal van dezc karakteristieke
functie heet de inhoud, resp. de buiteninhoud en de binneninhoud van V,
Deze begrippen zijn dus gedefinicerd voor begrensde verzamelingen V
(de inhoud natuurlijk alleen als dezc bestaat). '

Als ¥ (x) cen funetic is, gedefinieerd in Rn’ die voldoct aan de
voorwaarden 1° en 2° en I is cen deeclvergameling van Rn, dan heet de
integraal ven de functie, die in L dezelfde is als ¢ (x) en buiten L
nul is, zo deze integraal bestaat, de integraal van ¥ (x) over L. |
Dit is ook anders uit te drukken als volgt: de integraal van Y (x)
over L is de intcgraal von het product ¥ (x) 7('1. (x), in symbolen

fL. P(X)d:wxz j P(x) 'XL (X)dh{{. Analoog voor boven- en bencdeninte—
gralcn, In IR1 wordt de intexratie over het interval [0{ ’ (ﬂ ook als

1ra'.olg{: geschrevens (,0( E Yag .
o
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e noemen sup ({)(x)- 1nf P {x) de schommeling van ¢ in de ver-
X €L xel | \

zaneling L, geschreven fj‘[: (LP). Te voeren nu de bij de m— verdellng en.

de functie (f) behorende T -~functie in als volgts (m)( ) is de som
van de grootten van de hokjes in de m-«verdellng, Wa.arln 4F cen schom=

meling 2¢& hceft, dus [ (m)(a)z 5 T oalxl,

L it s s s

(f Hxth € Vy,
"Ttx-.(‘f’)?f
(34.3) Ben in R, gedefiniecrde functie L (x), die nan de voorwaarden
19 en 2° voldoet is chr(l z):n slcchits dan integreerbaar als voor iledere
0 geldt 11 o =0,
€ > 0 geldt lim Ty (£)

g e s | i ) 3, i S G )=
Bewijs: Stel ecrst dat (P integreerbaar is, dus ‘3_}1311 n ( | )

lim Sﬂ‘m( 4]0)=I. Kies een €5 0 en een '} > 0, dan is dearbij een N

m— oo

te vinden zodat voor m »N geldts oa<_1-s ( ‘70) < 1€ en o ﬁS;( L”))-—I <:‘2§-,

Dus 0 ¢85 (@)=S,. ()<L , dus 3 Tp(y) Allxil =

”7(”&\/,“

=) lmm @G- gm0 ) AN < TE . De ierin

Hxng Ve €M1 Y& ixn
optredende som bestaat uit termen, die allen > 0. Door nu alle termen
weg te laten, waarin de schommeling < £ is, vinden we

(m); ey » P 0y A 4 T .
£ T:,t) (£) < anwr TGP Al %C\ T L) Albdi<ag,

b (P2 L

en omdat £ > 0,svolgt hicruit T (}m)( £)< 1‘] y dus  1im 77 (;m)( £)=0,
3 -y A
We bewijzen nu de omkering en veronderstellen dus dat

%im ttém)( € )=0 voor iedere € > O. We noemen weer ¥ dc verzameling

S0
cer gunten waar Lf (x)#£0, dan is W begrensd en dus ook de som van de
grootten der hokjes die iets met W gemeen hebbens > A{{X\{(a’%

Wt At
vred leeg

Omdat verder Lf begrensd is is ook de schommeling van (2 begrensd, dus
!

Cf’w ((P) < /Yq . Kies nu ecn Y\) 0, dan is er een N zodat voor m) N

goldt 7 (B »~"-—~ ) ¢ -, Dan is

Tk A r)’ 4
£ 14y - Tem (1p) = Tl Al S Toa(1p) Al +T . T (1p) Al £

“7( H‘T‘l ‘ ( "
u:cu )< '}r‘ Vian ‘f)& K

SN g Al I Al €Wy £ B

Ay HreVy, Yttt €V,
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Maar O . j ({z(x)du ]* ‘p (X)Mxésm* ( ‘fJ)wS*m( (ID}, dus voor iedere r\)fO
is 0 <; fplx)ai - [, (x)aw, < aus f*Lf;cx)an: ,P* ch‘xmwx, dus
(x) is integreerbaar.

O;ngave 129, Definieer op het interval LO 1_{ de functie k{.( ) door:
L{J (g }=0 als 3 irrationaal 1is, u::(; )—- — als ? rationaal is en 2

de standaardschrijfwijze is van § (z:Le blz. 16) Bewijs dat @(%31
continu is in de irrationale en discontinu in de rationale punten van
het interval, Bewijs dat L{ (§ ) 1ntegree=rbaar is en bereken de inte-
graal.

Opgave 130, Bewijs dat [ § § bestaat en bereken de integraal.
(34.4) De som van twee 1n1;evreer%sare functies is integreerbaar en de
integraal is de som van de integralen van de afzonderlijke functies,

Bewijs: We bewijzen eerst voor een verzgameling L dat
sup @ (x)+ X(x)) <S?p P(y)+ sup ';((x) Noem .
su_p( P(x)+ X(x)) o, sup. (x)=(3 en £up ((x) J .« Stel
Dk>.+‘2)/ en noem ’X~f~(‘{fg,danlsr)0 ErlseenyéL
zodat L{)(Y)‘!' :’( (y) > X ., Naar w(y) £ en A(y) 2 § , dus
{3 +y 2 ’»P(y)+ X(y) > - & ., Dit geeft een tegenspraak, dus

X £ W AW <
<@+ . Dus s i+ X )= ,.,4.” [“ S () A=) ozl £

£ S - -

T xiEv, £ Nl ’f (z) &l =l + m sup, j:‘)((z) A Hxll =

=S *( tf))+S *(")() voor alle m, Dus geldt ook an ( (}D(x)+ 'K(x))dwx £
Sf HO(X)dw + fé(‘(x)df.%c, Op analoge wijze bewijst men ;I.Iéf}‘ ( if)(x)+’)((x))2
> 1nf Lf,(x)+ 1nf K(x) enj (Lf(x)-r”\((x))dw - ;t“P(X)MX."J;ﬁ?)dLQX'

Dus we hebben gevonden:

f(F(x)dw ++f2’(x)dﬁ £ /1( (x)+ )((x))dwx f_éfw( ({?‘(K)+ ""/((X))dmx o3

¢

rJ*

“j k{z(x)dw +j /((x)du .

Als nu &P en X integreerbaar zijn, zijn de uiterste leden van deze
ongelijkheid aan elkaar gelijk, dus er staan overal gelijktekens., Pus
is Y+ X ook integreerbaar en er geldt f ( L’D(X)+ ,{y.))dtl

= [ e [ () au,,

(34 5) Als ) een reéle constante is en (x) een integreerbare functie,
dan is 5 r.lﬂ(x) integreerbaar en[%[(x)dw = pr (x)dw

Bew1as' Voor een verzauieling L is, als J’ 2 0, sup &" W (x)=
= s IZD (x) en 1nf 5’170(5:).- ()/ inf, fj)(x) en, als 5/(0

..\._

sup ‘3’ :)D(x)-‘ 1nf k{) (x) en 1nf &’(f?(x)- a’ jtguépL L{J(x). Noemt

xel | oLEL
men ‘su‘]% le(x) o en sup A/I{J(x:)..- , dan is (P (x) £, dus.
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als X 20, )’ (x) _éy_‘;x voor alle x €L, dus \Q < a’(x en X%’(X)ﬁ@

voor alle x €L. Als [ =0, is dus 0 £ (3. dus YX =03 als ¥ >o0,
dan is (f(x) < B s o < B, aus )f!')(} 4@( Dus yoX = 3
P -y X’ { . /r (

De andere gevallen gaan analoog.
Opgave 1%1. Bewljs dit.

A*Als ‘)” 20 is d};s Sm*( B s&‘)z }'S_&i( tf?) en S*m( 3’ 30‘)= a’lskm( (/?‘), dus
| ypmao,- g,(,,/ Plx)aoy en [ ¥p(x)aw= x| L)L Als

v 0%

J <0, 1s SI': ( X(f):bs*m( (}1;.) en s%m(a{ ‘TD);JSI: | kf) . dus } ?; LP(x)d W, =

Py

.M

—_ y / A - A 4 ’ ) \ PN

= 5 ‘/* L{/(x)d(,&x en u"*‘jl \,‘(J (A)d{,x.x_ i\; -,-/ l;,f/(x)du,x, In ieder ge?val is

als (f(x) integrcerbaar is, 5’({‘tx) ook integreerbaar en fki'SQ(X)duk=
' { \ W

= ()j/) {,{4 (x)d (,,QX.

Van de karakteristieke functie van een verzameling V is de schomme-

ling zeer eenvoudig. De functie }<P(X) neemt alleesn de waarden O en 1
aan en de schommellng van deze functie in een of andere verzameling dus
ook en wel 1s deze schommeling dan en slechts dan gelijk aan 1 als de

verzameling punten bevat die wel Eot V en punten bevat die nilet tot V
{m

v

som van de grootten van de hokjes van de m® verdeling, die punten in

behoren. Voor £ >1 is dus T (£)=0. Als we nu met Y\,(m)(v) de
{(m) .M

V en buiten V bevatten, aangeven, dan is voor 0 €1 T X (=X ()
ALV

en dit hangt niet meer van £ af. Hieruit volgt:

(34.6) Een bzgrensde verzameling V heeft een inhoud dan en slechts dan

als 1im )™ (v)=0.

M = o0

Als k een natuurlijk getal is en Lk is de verzameling der punten

s
(5,.,@ . ;‘3“), waarvoor geldt -k & 5i<k, dan heeft L. een inhoud. Dit

k
volgt direct uit (34.6)., want er zijn geen hokjes die punten in L, en
buiten Lk bevatten.

Opgave 1%2. Bereken de inhoud van Lk'

(34.7) Het product van twee integreerbare functies is integreerbaar.
Bewijs: We bewijzen de stelling eerst voor twee functies ({l)(x) en
L’l/(x), waarvoor geldt L/’}(x) >0 en (F(x)?wo voor alle x. Voo‘r derge-
lijke functles en een verzameling L geldt xsglf- (,r (x) L{/(x) %
éf}{?{. \,P(x). xs%uz L{J(X)‘ Noem 752%_ KP(X)\)/(X)= X, ’JEZPL \ (X)=‘(’3
en sup (x):d" . Stel )[3‘5’ en noa:m 0(~Pb’ = ; dan is Q > 0.

X &
Er is een yE€1L zodat W(y) (_f/(y),)!)(—é . Maar t{)(y) gl,/:z en \.,/(y) L



An. 122
dus (BI > LP(y) l{/(y) }b(u.& Dit geeft een tegensprask dus 0\45"8 é\,’.
Op analoge i"éebw"t en inf W (x)W(x) = inf (2 (x inf 7).
p analoge wij ewijs mnngkf(){/()ﬂ.XML{\) Lof l{/(
a - A U < _ . 3 N f ‘ -
Dan is \)L("/[() M_‘smz (10(}:) 9§Léqz L/I/(x) Jl(neft '%(X) in f (x)

:‘)I &l
==(xsup W (x)- inf 4{/(X)) S LIG(X)+( oup o (%)~ Igr)f Y(x 7(_121"/‘“(}/\%

Als (£ (x) en \_/z(*c) 1ntogreerbaa* zijn, zijn ze bhegrencd dus zijn er

. ¥, voor alle x.

<
Dan is {7 ( (f ¥) < J’, U 1 (f/)+£‘;)fz CFL( Lf) . Kies n1 een § »0; als nu
- Cr"‘ 4 y L B N . (4-~ / . N _.-‘..—.» .," ‘
l,/) <. en ({//)<l,§i . dan geldt X ] Lf, /T"L( ‘{f ) £,
dus {~ L t/(f) 4 E Neem nu voor L een hokje; als dan tT (f&» > &,

reéle getallen en ), zodat )< Y en Ux)
/] L O’ T

dan geldt minstens één van de baide relaties ( en
o) = S 7y < tL‘”“’ « “)Jﬁ 7"
i) 2 - . Daaruit volgt L & = + — ).
v =ar, 5 Tpy !’“) L ST K
Omdat (/) en y4 integreerbaar zijn, geldt limw t‘;j( 1)) =0 en
(m) = & S (m)
— = ( l ;
mlii_}mw T ¢ ( = 1{ =0. Dus h}lm _ \f/( )=0. Verder voldoet ﬁ(x) }(/(x)

aan de voorwaarden 1°

en 2° dus LIU (x) \.,/(x) is integreerbaar.
Nu bewijzen we de stelling voor willekeurige integreerbare functies

L/)(x) en {Y/(x). Er is een J3>O zodat voor (x‘ }/)/3 geldt Lf’?(x)=o
en L?l/(x)zo. Verder is er ean ()’L, zodat {(_F(;c)( < /Ylv' en ‘\j,(x)f < ?(4
Kiest men nu een natuurlijk getal k >£Y3 dan is voor X‘%Lk (gedefinicerd
als boven) ook (f)(x)=0 en l{x’(x)=0= Nu zijn op grond van (34.4) en
(34.5) de functies (P(x a/{i XL en ({/(L : 51/ )it (x) integreer
baar. Voor x €L, is dan (f )[1 XL (x)2 - \),11- 5q =0 en voor xé’_L
is ({’(x 3,7, /“_ =0 dus voor alle x is (_{)(A)w« /\)“I Y )>O

o~
Evenzo is voor alle x ook L’L/(K)»z- ,5/,/ A\L (.x);;\;O‘ Van deze functies is
L

het product dus integrecerb=ar. Nu geld: (]L (x) \y (x)=( X/XL - h/\ xy
LY e+ ) X 0-X, Xo, G0=0 ()= (L,gx <x> o >(1 (x))+
g X, e YYo=, XL, @0 G+, )(L S APASE

Hieruit volgt dat LF (x) \.‘!(X) integr=erbaar is.
(34.8) Een integreerbare functie kf(x) is ook integreerbaar over een
willekeurige verzameling Vmet inhoud.

Bewijs: (x) en (x) zijn integreerbaar, dus hun product ook.

_ %
dus bestaat J\:(F(x)dwxz ‘/'”' kP (x) )(v(x)d W

Omgekeerd behoeft van een integreerbare functie \Q(x) de verza-
i

meling W der punten X waarvoor Lf)(x);é O, geen inhoud te hebben(zie b.v
de functie van opgave 129).
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We merken nog op, dat in (34.7) niets gezegd wordt over de grootte

van de integraal van het product.

-
by
,

- .

(34.9) Als (f(x) integreerbaar is en er bestaat een rcidel getal < >0
zodat uit (.f) (x)# 0 volgt ftf (x)] 2 8 , dan is de functic L}/(x)y die

i .
gedefinieerd is door: kP(x):O als (F(x)=0 en QYL/(X)= — als L/D(X);é())

it ¥
Tt

ook integreerbaar.
Bew1js We bewijzen voor een willckeurige verzamecling I. dat
a,
\‘f (ﬁ) Als voor alle x €L geldt &P (x)=0, dan is ook
I f ) == [ ¥ a3 =3 5 e 11 }
L}/ )=0, dus ! L( (_{7):: {J L( &(/)—Ot, Als voor alle x € L gcldt Lﬂ(x) >0
en er is een yé&L waarvoor LF(V)=O , dan g-.1ldt ?:?;uél \.‘Lx (x) € =

inf . W (x :.o, sup > 8, inf W(x)=0, dus G () > 4
d )

en WL(Lf = —g <: "}(LP) . Als voor allc x €L geldt Lf(x %0
\

en er is een yéL waa“oor LF(V) =0, dan geldt sup

inf x) > - — Jo(x 1nf . dus 0 ‘»V)I_’S
S A L P (=)= Lk{) ) AR
en (TL(‘-I’) < —!5; = ;l _‘ghzj.‘:& . Als voor alle x €L geldt LP(X)}O
(8 -\ A I
of voor alle x &L geldt X 0O dan is su X)=

{ Tl ()
3 b, bbb .« g’ o L£.~ 'S -
}.}?Eft. (x) ;g‘zw(” ydus T ( \}J) MF ‘f('” “ip FTo Verder is in

beide gevallen inf‘ { x) sy x)> 0, inf 2> Jen
: 7@( i P 3<>4> sML Y2 de
}sflép/— (70 ',}: 0 . dus ( (z) < . Als er een y, £L is, waar-

voor ([?(yl) < 0 en een v E_L waarvoor {.)( y2 <0, dan geldt

su X —_ inf x) >- —_— %ua (=) > Q inf H(x) 4 - ,
'xef (x) = & X &l L{/( ) 2 5 s ‘7L =7 kel ‘7[( )€ g
dus (7 ( ‘P > 20 en T kf/)‘i % - )‘ §_ ':7_'.‘_(@) . Hie‘"?medc, zign alle

mogeli jkheden behandeld en steeds i Qevo.ldcn g /t’/ g ‘é()- Kies

/

< . " - . 2
nu een £ 0; uit Q_L( \}/)2_ £ volg? dan fJ‘L( Ljﬁ) = £ $°  Past men

v .
dit toe op hokjes, dan vindt me (6) £ T “ (€6 ) Omdat L/‘(x)
( fin)
integeeerbaar is, geldt 1lim T (<f K )=0: dus g;:ldt, ook lim T, [tk
in }Q(’ ‘f' P~y wfd L‘L

Verder voldoet q/(x san de voorwsarden 1° en 2°: dus Lk(x) is integreer
baar.
(34.10) Als qD(x) integreerbaar is, dan is ook {ﬁb(x)‘ integr erbaar.
Bewijs: We bewljzen voor een willekeurige vazrzameling L dat
T Uyl) = G LF) Als voor alle x €L geldt “P >o, dan is

QUp l(P = 5up L]C(x) en 1nf ‘\F(x) = j_nf Lf) «

\) L ll{)i)-— 0 L LP) Als voor alle XFL geldt Lf) <O dai iz
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7!&!‘L[l{,l'(x:)f =.- ;%Ié,fL SD(x) en ini‘ }Lp(x), =
= - ‘-f’(x),dus G"(f"PI)-O”(L{’) Als er ecn

v & ;:e:taat, walrvoor (,zD(y1 = 0 c¢n een ygé L, waarvoor
"‘P (y,) < O, don is su_'p ({)(x) > 0 en inf LP (x) < 0. Ver-
der is ~,£1;pL { (P(x) < max ( LIO(X)' ~ ixgl‘ t70(x)),
7C:‘Lnf | L‘D(x) > 0, dus aJ, ([{fj)f_?max( sup Lp(‘x),
- LP(x)) - sup LP(X) + (- i L{J(x)) Uz ( (f).
Passen we @it toe op hok;es, dan volgt hicruit ’f(m) (£) <

[l

= T (m) (£ ). Omdat tf(x) integreorbaar is, geldt

7

]’higw“c,(:;) (£ ) = 0: dus geldt ook &%.Jﬁlw ‘Z‘jfﬁ))[ (&) =
= 0., Verder voldoet | (P(x){ asn de vocrwaarden 1° en 2°,
dus is (-P(x)[ .integreurbaar.‘
(34.11) Als 50(3:) integrecrbaar is én lf/(x) = L'O {x) behal~
ve in eindig veel punten, dan is L{/(x) ook integreerbasr en
[y @aw, =ng(x) a w,.
Bewijs: Laat k het aantal punten zijn, waar L]D(x)

£ \.,l/(x). De functie L}/(x) voldoct aan de eisen 1° en 2°. Laat

verder E{ zo gekozen zijn, dat l'(iﬁ(x)} L 5 en
k{/ (x) | (é/ voor alle x, Vormen we van ‘L{)(x) en k{/(x)

de m® bovensommen, dan zijn er ten hoogste k termen van deze
verschillend. Het verschil tussen de bovensommen is in absolu~

te waarde <2 6’ k2~ %% on nadert dus tot mul als

m —3» 0. Dus f*\i/{x) o(.u}z :-“'-
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f (P(x)du) . Analoog vindt men J L}/(x)dw f L,’() (x)du Dus
. *
is x}/(x) integreerbazr en \ftf/(x)d Wy = fL{) (x)a Wy o

Hieruit volgen onmiddellijk de beide volgende stellingen:
(34.12) De verzameling, die uit ec¢n verzameling met inhoud ontstaat,
door er eindig vecl punten aan toe te voegen of uit weg te laten,
hecft ook een inhoud en wel dezelfde als de oorspronkelijke verza—
meling. )
(34.13) Een eindige verzameling heeft inhoud nul. |
(34.14) In R, heeft het gesloten interval [w,p] ( o éﬂ) de
inhoud (;,-act.

Bewijs: In iedere verdeling zijn er ten hoogste twee hokjes,

die punten in en buiten [o:,(g,] bevatten. Dus Wém)(V) < 2,22 en
dit nadert tot nul als m~pw . Dus [m,g] heeft ecn inhoud. Verder

#
is uidaligk, @t S, (X )< (3 - w8 XE&-/&“) en

hieruit volgt f Xm, e (§ ) dk (3 o, |
Qok de open en ‘halfopen intervallen (X, (3) { o« f;] en [fx [3)

hebben inhoud [3 -0(. Verder mag de integraal f ']0( '§) ds ook
over een aan &én zijdc of asn beide zijden open interval uitgestrekt
worden.
, (34.15) Als V'I en V2 evn inhoud hebben, dan hebben V1 W/ V2 en
V.l N V, ook ecn inhoud en 7 (V1) + 7 (Vz) = ﬁ(v1 ¥ V2) + /](V1 nvz).
(Hierin stelt '3( L) ae innoud ven: L voor).
Bewijs: We bewijzen eerst k(m)(v1nv2) < ’k(m)(xg) + X(m>(v2).
Beschouw cen hokje, dat punten in V1 f\V2 en buiten V1 r\v2 bevat.
Een punt in V1n V2 ligt in V1 en in V2¢ Het hokje kan dus niet ge~-
hecl uit punten buiten V1 bestaan en evenmin gehecl uit punten bui-
ten Vz. Als het gehcel uit punten binnen V‘i en binnen V2 bestond,
zou het ook gehecl uit '_'punten binnen V'l N V2 bestaan, hetgeen niet
het geval is. Dus voor V.l of V2 geldt, dat het hokje punten binnen
en buiten de verzameling bevat. Dus ')<(m)(V1 f\Vz) < k(m)(v1) +
+ R(m)(vg)' Uit deze betrekking en uit het feit, dat V1 en V2 een
inhoud hebben, volgt, dat V /’\V ¢en inhoud heeft, Op analoge wijze
bewijst men k(m)(v uv,) ‘: )ém)(v ) o+ ?(m)(v)
Opgave 133- Berjs dat ‘K(m)(v \JV} < k(m?(v1) + )((m)(vz)o
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Hiei‘ui}'t“v‘olgt,‘ dat als V, en V, een inhoud hebben, vV, UV, een
inhoud heeft. Voor de bepaling van de inhouden, behoeven de hokjes,
die punten in en buiten V, of V, ‘bevatten, niet meegeteld te worden,
omdat de som van hun grootten tot nul nadert, als m — o . Er blijven
dan voor &in hokje vier gevallen over, die we in het volgende schema
Weergevenb (we schrijven + als het hokje meetelt, O als het niet mee-
telt):

Vs ViVia | T nbs
geheel buiten V1, geheel in V2 o + 0
gehecl buiten VT; gehcel buiten V2 O 0 0 0
ceheel in V‘l\' ge‘hee‘l, in V2 + | + + +
Feheel inifl  V,, gehecl buiten Vy + e + 0

Uit dit schema blijkt, dat voor het linker- cn het rechter—
1id van de te bewijzen betrekking evenveel hokjes meegeteld worden.

ps Jv) + Ty = T uvy) « T, nvy).
Op geheel analoge wijze bewijzen wes
(34.16) Als \{(x) integreerbaar is en V1 en V zijn verzamelingen met
inhoud, dan is f(f(x)du) + f \,P(x)dw f L)o(x)dw + fy(x)du/
AY N ,
- Neemt men spec:.aal dlsjuncte verzamellngen (Qewez. V f\ V‘2
leeg), dan is 7(V1 nVe) = 0, dus:
(34.17) Als V1 en V2 een inhoud hebben en V.l/\Vz is leeg, dan is
T ovy) = T+ Ty,
(34.18) Als (_'ﬁ(x*) integrecrbaer is en V, en V, zijn verzamelingen met
3}
inhoud en V, AV, is lecg, dan is fv @x)aw,_ = '/V L)D(x)dufx +

f(f(x)dw . !

Hlvrult volgt, da‘t: als o < 3 <d/ en L)D( &) integrecrbaar

is, datft]o(f)d f ot d€+f ¢t t)a%, smmers (o, J) is

de vereniging van de dlSJ'Lll’lC'tG’ 1ntervallen (:x ] en ( /)’). Voor
Q(}ﬁ definiéren we f (.f( )éi‘E door f LP(g)d(g f Lf’(E)dE'
We lkunnen in bovenstaande betrekking de voorwaarde & < (3 J dan

1aten vervallen en krijgen dan

(34,19) Als d,/@ en

dan is j LP(g )d?

re&le getallen zign en L?( ?) is 1n1:egreerbaar,

ﬂp(})a} f(p( )ag
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O'pgave 134, Bew:.js (34 19) in de nog n::.et behandelde gevallen.

(34.20) Iaat S&(x) ecn integresrbare functie zijn en L een verzameling
met inhoud. Laat verder 0’1 en %’2 re€le getallen zijn, zodat
J < L[)(X) =< ’YZ voor elle x & L. Dan geldt 51 7(5) < {ryd

< fpo e =g 7

Bewijs: Stul eerst ()’2 >0, dan is S*( LF)CL) =
= <
MZ,{W: - (i (y))(1,<y>> Al =l P ,y Al

nzuAL

52 sm(?(L) dus f W (x) a(,J < 3/2‘.‘1 (Iffe Stel nu 52(0
dan 18 50 (0 Y 1) -mm y S <«,o<y>7(L<y>) Allxl <

gzﬁﬂuxu ¥ o5 X fafa(xmw < ). .

e
<

UFUE Vot
tlagte L
In beide gevallen komt er dus hetzelfde resultaat. Op analoge wigze be~

wijst men de andere helft.

In R, geeft dit, als we voor L eun interval [ ,[3] kiezens
(34.21) Als (f ( & ) evn integreerbare functie is, X, ﬁ J 4 en J/Z
re&lc getallen, zodat 0(5(3 j‘l < ({/( é ) <{2 voor alle g .
Waarvoor A< (g‘i’p dan is J.}((Q b{)'(f L,O( g ) d}' =
JQ( F A).

Het spreckt vanzelf, dat we in (34.20) 51 = inf L})(x) en
62 = ke‘p (.,D {(x) kunnen kiezen en analoog in (34, 21) Verder merken
we nog op, fat de betrckking in (34.21) niet geldt als D()(J

De beide volgende stellingen zijn evidents
(34.22) Als (x) intcgrocrbaar is en kF(x) }_ Q0 voor alle x, dan is
f (fi) (x) dw }, 0; speciaal is een inhoud 2 O.

(34.23) Als LP(X) en lil/(x) integrecrbaar zijn en 'f(x) L}/(x)

voor allc x, dan is / ka (x) a u) f K}/(x) duJ

De¢ tot nu toc behandelde stellingen leidden, op ecn enkele uit-
zondering na, steeds integrecrbaarheid van ecn functic af uit inte~
grecerbaarheid van andere functies. De nu volgende stelling zal ons di-
rect de integreerbaarheid van een bepaalde klasse van functies leveren,

(34.24) Als (x) een functie is, I een verzameling met inhoud is, voor

X ¢L (f(x) = 0 is en ?(x) in L continu en begrensd is, dan is \ff) (x)
integreerbaar, ‘
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Opmerking. De functaie LP(X) beohoeft niet continu te zijn als functie
in Rn’ Alleen als we x Dbeperken tot L en 1(x) als een op L gedefi-

nieerde functie opvatten, moet (x) continu z+jn.
Bewijs: Het is duldelijk d=t éx; aan de eisen 1° en 2° voldoet.
Omdat L een inhoud heeft is lim ®'\™/(L)=0. Kies een & >0 en een

m- @
'r) >0. Er s e N1 te vinden zodat voor m>»N, geldt K(m) L){-g—

Alle niet in §f L) meegetelde hokjes van de me verdeling liggen dus
geheel binnen of geheel buiten L. De laatste tellen in het geheel niet

mee in de boven- en benedensommen, We laten ze dus bulten beschouwing.
Kies een vast nahbuurlijk getal N’)N en laat de hokjes die meewerken aan
)Q(M)(L) verder buiten beschouwing. De overige hokjes van de ME verdeling
liggen geheel in L. We noemen de afsluiting van een hokje bepaald door

ki ¢ k1+1 ki ¢ ki+l

——-5 LA~ , do verzameling der punten X, WAArVoOr —— S €

m . PNl i m

2 2 oM 2
voor i=1,...,n. De gom van de grootten van d¢ hokjes van de ms verdeling
die geheel n L liggen, maar waarvan de afsluiting niet geheel in L

1igt, geven we a n met >\( )(L) Begchouﬁ een hok , dat tot )KM)(L
meewerkt cn lsat dit bupaald z3jn door é?r g tﬁ—jw— «“¢ kunnen dit

k 2 ‘i 2m -M
ook schrijven 1 % { = . Voor m» M beschouwen we nu de
In]
onderverdeling van dit holkje in hokjes van de mgverdeILng Van alle
. Kk 2 Moom-M_y
hokJjes van de¢ m= verdeling hierin, waarvoor é, <’ . behoort
i o

de afsluiting geheel tot L. Hun aantal 1s (em'M—l)n, de som van hun
groottcen is (Qm"M~l)n2"mn, dus de fractic die dit vormt van de totale
grootte van het hokje uwit de M= verdeling 18:

-} —1)1'1

m—M_l)n -mn Mn: (2 _—
2

(2 2 2

Alleen van de overblijvende hokjes kunnen cvontueel de-afsluitingen
niet geheel tot L behorun. De som var de grootten van de hokjes uit de
me verdeling, die ontstean uit ondurverdeling van hokjes uit de ME ver-
deling die tot )\ () (L) meewerken, en waarv-'n de afsluiting niet ge-
m-M m-M
' . 2 -1y M 2™
heel tof L behoort is S(L(W) ) XM (1) omdat Lim (1- (_;T) )=0,

ot- M
is er een index N, @ M zodat voor m) N, geldt (1-( ) ) )\(M)(L)(—Q—‘7 .
- - oM

Van hokjes uit de m- verdceling dic ontstaan door onderverdoling van
hokjes uit de ME verdeling waarvan de afsluit ng gecheel tot L behoort,
behoort de afsluuting ook geheel tot L. Kies een vaste index M. )N2 s
dan 13 dus A(M )( L) < Q . Lant deze hokjes buiten buschouwing Van
de ove blijvende hokjes of hun ondorverdelingen ligien voor m )M de
afsluitingen geheel in L. De vereniging van deze afsluitingen is cen
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gesloten begrensde verzameling in Rn’ Waarop \f(x) conE}nu en dus uni-
form continu is (zie (12.8) en (15.4)). Er is dus een ¢ > O te vinden
zod .t daar uit \x—yl¢(€r'volgt lt?(x)~ C?(y)k <’%§u Kies nu een index

3/

>D4 zodat voor m.}N3 geldt 24n<¥$—~ , dan is voor twee puﬂten x
n

en 'y ulteen zelfde hokje van de mE verdeling (x y](V ~1 (%} *?
< VrQ 2m J;, dus in zo 'n hokje behorende tot de beschouwde verzame-
QA ~§i—-( £ . Voor m.')N5 werken deze hokjes dus niet mee
{em

san U (m )( ‘E), Dus voor' mMN, is T (m)(E)¢t dus 1lim © !‘({“'}:O
bt 2 ¢ % m—co P
voor alle & »0. Dus (P(x 18 integreerbaar.
Uit deze stelling volgt b.v. dat in Rl een op <¢en begrensd inter-
val gedefinicerde begrensde continue functie integrecerbaar is b.v..

ling is lnxu

Csin = op (0,1).

Dé moeillijkheid om integreerbare functies te vinden 1s in stelling
(34.24) slechts verschoven, daar we in R, nog maar weinig soorten ver-
zamelingen kennen, die een inhoud hebben. Op deze kwestie komen we la-
ter terug.

(34.25) Als {P(x) cen integreerbare functie in R is Lp(x
en L is de verzamelwng der punt 2n gil""’\§n+l) in R 41+ waarvoor
geldt o<¢t Sne1 LP( Sl’°"’ bn , dan heeft L een thoud en
I(L) f\P (x) dm .
Bewijs: Als V (n) de mE hokjesverdeling in Rn voorstelt 1is

( ). 2N mn su y). Voor ieder hokje ||x|] uit
LP IIXH"‘VT”) yépnxu L?a( ) I

v (n) bepalen we een geheel getal k

km—l '
zodat £ sup kf?(y) <

m n+l” oM vy e xi
Kppatd (n)
(—-—Er—- , dan worden bij ieder hokje van Vm Y voor de inhoud van L
2

) . e X -m(n+1)
in de bovensom k.4 of k_ ,+1 hokjes meegecteld, maar (kn+l+1)2 \S

2™ sup lp(y)+2'm(n+l). Stel nu dat N een dusdanig natuurlijk ge-
v & lIxt

-*- ) ¥ -
tal is, dat (f(x)=0 voor |x| 2N. Dan 18 8" ( Xi) < n (P2 m(n’”l)szri

dus '.\i)f <~{ﬁLP(x)dh% Evenzoé%aat men te werk bij de binneninhoud

nﬂ.l
—= < LP(A , dan wor-
2 yﬁuxﬂ

den c¢r in de benedensom voor de inhoud steeds

door zo te bepalen, dat

‘n+l

n+l hokjes meegeteld,

maar 0 2oL s1)pn(nad) pmn(ned)d pomn yiénl:waf(y)—e‘m(n”).

Hieruit volgt weer I L) },/Lf x)du%( dus I (L fq x)dt«g{

De stelling is niet alleen in overeenstemming met de-aanschouweli jke

voorstelling van een integrasal als een inhoud, maar kan ook dienst doen
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Als voorbeeld behandelen we de hyperbol;dat is de verzameling der pun-
ten x waarvoor |x[& ? , Wasrin §> ecen vast refel getal 20 is,

We bew" jzen dit door volledige inductie naar de dimensie n . Voor n=1
is het het interval Tl } dat cen :nhoud heeft, Laat de stelling

voor n gelden., In R, zijn de punten van de hyperbol bepaﬂld door

n+l . n+l
%aa<f'2 Voor dcze punten geldt in ieder geval ook ); 2 en
%-’ } . g L g Sl A ?
gl"’°’§;n gegeven zijn doorloopt %nﬁl het interval
2 T }_ \/ ‘ q . o ~ . 3 3 3
[ M% {”1 >1‘, @ g j} Verdelen we de verzameling nu in drie
}: >
stukken; naar gelang ;>n+l€§(3 is, dan passen we op de ged elten waar—
voor Sn+1f>0 en <0 is (34.25) toe, hetgeen kan omdat é é 5

continu is en zijn deflnltleverzamcllng Juist een hyperbol in R is.

Dat het gcdeclte waarvoor inhoud =0 heeft, is ook makkelijk

b n+10>
in te zien. De hyperbol is dus de vereniging van drie verzamelingen met

inhoud en heeft dus ook een inhoud.

In de hokjesverdelingen, die bij de definitie van de integraal ge-
bruikt worden, zit nog iets onbevredigends door de belangrijke rol die
de machten van het getal 2 er in spelen, We willen daarom de benadering
van een integraal nu algemener maken; b.v. willen we in Rl ook met wil-
lekeurige kleine intervalletjes werken en niet uitsluitend met zulke
waarvan de eindpunten een geheel veelvoud van een negatieve gehele
macht wvan 2 zijn.

Een begrensd stuk wvan de ruimte Rn denken we ons verdeeld in eln-
dig veel verzamelingen met inhoud. Dit betekent dat deze verzamelingen
disjunct zijn en hun vereniging het ruimtestuk is. We kiezen bij een

functie jﬁ(x) die aan de voorwaarden 1° em 2° voldoet het ruimtestuk

zodanig dat daarbuiten p(x) overal =0 is. Onder de diameter d(U) van
een verzamellng U verstaan we d{U)= sup sx-y! We noemen nu de diametex
: L. . X€U
( ’ - S f':," ¥¢ U

(Engels:mesh) van een verdeling V het maximum der diameters van de ver-

zamelingen uit de verdeling, dus d(V)= max d(U). We zullen nu aantonen,
[

dat, als we voor een verdeling V en eenUiﬁ¥egreerbare functie LP(X)

vormen % Y{)(y)I(U), waarin y willekeurig in de bijbehorende ver-

:VQU
zameling U ligt, deze som tot de integraal van () (x) nadert als de

diameter van de verdeling tot nul nadert. Hiertoe bewljzen we eerst een
hulpstelling.
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(34,26) Als (‘D(x) aan de voorwaarden 1° en 2° voldoet, is er bij iedere
£> 0 een (9)0 te vinden zodat voor iedere verdeling V van een ruimte-
stuk waarbuiten Cf’ (x)=0, waarvoor d(V) < J‘ , geldt

5:; sup (y)I(U) % fcf(x)dw + ¢ en ZL__ inf f?(y) I(u) >

eV y€U UeV y€U
SO “P(x)d("‘)x" £ .

Bewi]s: We bewijzen alleen de eerste van de beide formules. De andere
caat evenzo. Kies een natuurlijk getal m , zodat geldt

) € %Cfi(x)d(»)x+ -g—— . Laat q het aantal hokjes uit de mS hokjes- -

v‘erdeling zijn waarbinnen punten y 1liggen waarvoor C(J (y)# 0 (als q=0,
is (x)=0 voor alle x€R_ en is de stelling evident). Verder zi}] 3 een
retel getal dusdanig dat ( (x) { < voor alle x&'Rn Het is mogeliljk
cen redel getal ¢ > O te vinden, zodat (2 ™42 &) -(2™2 (5\) <§-§K——

Het linkerlid van deze ongelijkheld is 2 de som van de inhouden van ver-
.amelingen U uit een verdeling met diameter < (3\ die met een bepaald hok-
e

Jje uit de m= hokjesverdeling punten gemeen hebben, maar niet geheel bin-
nen dat hokje liggen. Als een verzameling U geheel binnen een hokJe \x”

ligt is ys;g CP(y)f yé’uﬁxp ?(y), dus sup (P(y (v) < - fup Cf(y)I(U),

ave 3 T 4% (y)1(V) <ysgsz“ P v ZE' HU)< sup xufﬂ A=l -

nls V een verdeling is met diameter & (5\ dan verdelen we )__,_ sup (F(y)I(U)
Uev  yeU
in de termen dile behoren bij verzamelingen U die geheel binnen een hokje

van de mS hokjesverdellng liggen en die waarbij d4dit niet_xlzlet geval 1:..
an volgt uit he; voorafgaande dat z: sup '(y)I(U)_{Sm (Cf))+qa’§—q——5— =

3 £ UeV  ye€U

-3 (c())+ = i/c((x)dwx+ £ .

@ :lsnu 39 x) integreerbaar is dan geldt I‘P(x)qw 542._-— irgg(P(z).l’(U) g
<« S -l y)z(u)i% sup (z)I(U)éfCe(x)de+ £ . Hieruit volgt:

(34.27) Als EF(x) integreerbaar is, 1s bij iedere § >0 een (S\ >0 te
-vinden, sodat voor iedere verdeling V van een ruimtestuk waarbuiten

¢ (x)=0, waarvoor aV)< & Lgeldt Ucf(x aLd, - L"‘f NIW| ¢ g, waar-

»

biJ ¥y 1in de bijbehorende U ligt, .{c{;(x )d o, - J _ sup ? g)I(U)[( £ en

UeV zc;U
| @ e 22 1r Prazm|<E.
. UgV  z&U -

We kunnen de stelling nu ook omkeren,

(4,28) Als (x) aan de voorwaarden 1° en 2° voldoet en er geldt voor

Joecre ri) verdelingen V m , waarvoor Jlim d('\m)=0, en iedere keuze van
m-3 co

in de biljbehorende U, dat 1lim ?(y (U) bestaat, dan is deze

M e OO
mict voor iedere rij dezelfde (noem hem I) en ?(x) is integreerbaar en

j/ g{» (x)aud =I.



Bewijs: Neem twee rijen V(m) en V'(m), die aan de voorwaarden van de
stelling voldoen en vorm de rij V"(m), die gedefinieerd is door
V”(2m -1 V(m) en V"(Em) V'(m) dan voldoet V"(m) aan de gestelde voor-
waarden en bevat V( m) en V'( als deelrijen, Hieruit volgt dat de 1li-
micten bij V(m) en V'(m) dezelfde zijn. Laat de kubus L, (zie pg.121)
zo zijn dat voor:c¢1k geldt (x)=0. Een hokjesverdeling is dan een
verdeling van de gevraagde soort, als we de hokjes beperken tot dile
welke in Lk gelegen zijn, want een hokje heeft een inhoud (die gelijk
is aan zijn grootte). Omdat in de boven- en benedensommen suprema en
infi@a optreden zijn deze sommen nog geen sommen van de gevraagde soort,
De diameter van een hokje uit de me hokjesverdeling is n2™m s dus
de rij van de m? hokjesverdelingen heeft een rij van diamcters die naar
nul convergeert. Kies nu een <E}O, dan is in ieder hokje ’fx)’ , ge-
legen in Lk’ uit de mS hokjesverdeling een y te vinden zodat geldt

C(»’ (v) > Spr‘ cf‘( (2k) . Dan is

!\XHV CP A“ } x evm F‘\XH CP Z)A” n+ Ek) “f Alx“—
“XN‘L “x]CLk

(i:)+ . Het linkerlid convergeert voor m<$oo naar I, dus
x)da) + £ voor iedere £>0, dus I>f’x (x)dw . Evenzo be-
wiJst men I :!L(p(x)dh) Hierult volgt I—L_C((X)d‘ﬂ j* LJ~
RD (x)daJX
Het voordeel van stelling (34.27) is, dat men bij een functie, waar-
van men weet dat hiJ integreerbaar is, voor de berekening van de inte-
graal andere verdelingen dan hokjesverde%}Pgen en willekeurige punten
in de verzamelingen voor de functiewaardesrgebruiken, Om b.v.J" £<i€
uit te rekenen, verdelen we het interval (o¢, ) in deelinte?vallen
0 £1 A S é 1= /.3 . We nemen in (éi—-l’ {i) als functiewaarde
2({ i -+€j), dan wordt de som

<

zﬁ(§i,1+¢‘i><fi-f‘i-l>=%z‘:<éf‘ 2)=3(§, 262 =2 (p20?) . pus

(4 o gt g

Opgave 1%5. Bereken cgedé .

(34.29) Als ?k(x) éen rij integreerbare functies is en er bestaat een ..
regel getal 1 zodat voor ‘xl > dl ( y=0 voor alle k% en een

52 zodat I\Pk x)l (0/2 voor alle x en k en de rij CPK(X)
uniform convergent met limiet cF(xﬁ, dan 1is ce(x) integreerbaar en

f% (x)dwx= k&r:o [({)k(x)d“)x'

Bewljs: Dat (p(x) aan de eisen 1° en 2° voldoet is duidelijk. Laat
K een natuurlik getal > 1 zijn. Wegens de uniforme convergentie is
b1 ledere £ >0 een N te vinden zodat voor k>N en iedere y geldt
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: [ , , ‘ : £
lp@ - e < —ow - e P < P+ o

¥ - '
= « . : { :
dus Sm( (f) supx“ SD(.Y) A [zl % lmm . Sg};ﬁx” k%)é\”xh

P
Ixhev, ¥

D £ __ Alxit =

xlfev,  fx

HX!fCLIk
* . *
= Sm( (fk) + &, Dus ftp(x)d W, < f (Fk(x)dwx + £ . Analoog voor

de benedenintegraal dus

fLPk(x)d Wy - /‘(P(X)dw Lfy;(x)du) «ffk(x)dw
Dus s

lf({)(x)dw fLPk(X)dL/O l<_8 voor k » N. Dus

) 1im f&f)k(x)dw f(p(x)dw

Evenzo vindt men KJUm f‘fk(x)du) L*{,f(x)dwx. Dus
ftf(x)db\) f ‘f(x)dw t70(x) is integreerbaar) en
ftf(x)d_':‘)x = lim fgpk(x)d u)x.

k00

Uit (34.29) kunnen we stellingen afleiden over continuiteit en
differentieerbaarheid van integralen als functies van parameters, laat

(x, h) een functie zijn, waarin x een punt van een R, en N een re-
ele parameter is, Stel dat (x, }\) een integreerbare functle van x is
voor iedere waarde van )\ in het definitiegebied van als functie van
) . Dus ¢ (x, )dud &*/ (N\). Leat nu LP(X,)\) continu zijn
t.0,v. A in een punt >\ o en wel uniform t,o0.v, x, d.w,z. uit

1lim )\ = A volgt 1lim Y (x, by ) = (x ) uniform in x; dan
k-0 k 0 k—aaoxp tf ’ )R) ! '
volgt uit (34.29) dat (x, A ) integreerbaar is en

fy(x, >\O)d W, = lim f({)(x )\k)dwx, d.W.2.

k=00

L}/( >~ ) = \{/(%k), d,w.z. L*/()) is ook continu in ) o Een

dergelijke stelllng geldt ook voor differentieerbaarheid., We gaan er niet

op in,

535. Integreerbaarheid van functies van één veranderlijke, Verband
met differentieerbaarheid,

We beperken ons in deze paragraaf tot functies van één retle ver-
anderlijke, We zullen daarom de conventie laten varen, dat redle getal-
len alleen met Griekse letters worden voorgesteld en mogen reéle functies
en reéle veranderlijken nu ook met ILatijnse letters schrijven,

( ) ; ‘ i

t P



(35.1) Een op een begrensd interval gedefinieerde begrensde monotone
functie is integreerbaar, ’
Opgave. 136, Bewijs (35.1).

(35.2) (Middelwaardestelling der integraalrekening) b
Als a <b en f(x) continu op [a,b] , g(x)20 op (a,b) enf g(x)dx be~
b

staat, dan is er een ge [a bJ  zodat [ f(x)g(x)dx = £( § )/ g(x)ax .

Bewijs: f(x) heeft op {a b] een minimum m en een max:!.mum M, Nu is

(M - £(x))e(x)=20 op (a,b) en dus Olf (M - £(x))g(x)dx = Mf g(x)dx +
g

b
f f(x)g(x)dx. Analoog voor m, dus we vinden m fb dx<f fx)g(x)dx &

a
o)

ﬁMf g(x)ax, Als! g(x)dx = 0, volgt hlerult/ f(x)g(x)dx = 0,

a

Kus de stelling is goed voor een willekeurige keuze van g. Als

b b
f g(x)dx > 0, dan is ff(x)g(x)dx
a m < & £ M, dus er is een gé[’_a’,bj

o .
ar{‘g(X)dlx
f(x)g(x)ax

zodat f( ; ) =2 , waaruit de stelling volgt,
J g(x)dx
a

Als, voor a < fb ( §)d§ bestaat, dan bestaat ook fxf(} )d% =F(x)
a a. . J

voor a £x€b, Deze functie van x noemen we-de integraalfunctie van f(x)

(eigenlijk een integraalfunctie, want hij hangt nog van de keuze van a
Ff)&

(35.3) Een integraalfunctie van een integreerbare functie f(x) is con-
tinu. _ .
Bewijs: Omdat f(x) integreerbaar is, is f(x) begrensd: ‘»f(x)l < c.

Nu is tF(x . 1)- F(X)l _ I!x+hf( % )dﬁlé ]h‘ C. Als we Dij £ >0

m |h| < -§-— kiezen, volgt daaruit de continuiteit,
We proberen nu in hoeverre F(x) differentieerbaar is. Als h ) o,

geldt h inf f(g ) <F(x+h)- F(x) <h sup £( 5& ) en als
xf%s}wh x € f £x+h

h <0, geldf - inf  £(}) = F(x)- P(x+h)€ -h _ sup f(ﬁ ).
x+h5§§x x+h<‘\c5§.x

In belde gevallen geldt dus F(x+h)- F(x)

Rn-;nfa:'\hlf(g ) e . Lh ‘Ej.é-xfi‘h‘f(f). Als nu f(%)

continu is in het punt x naderen linker—en rechterlid beide tot f(x)




An 135

als h-*yo Dan is dus ook lim P(x+h) - F(x) = f(x),
h+—0 h

Hiermee is bewezen:
(35,4) In de punten waar een integreerbare functie f(x) continu is, is
zijn integraalfunctie differentieerbaar met afgeleide f(x).

A priori zijn er voor de integraalfunctie F(x) van een functie
f(x) in een bepaald punt x drie mogelijkheden:

19, P(x) is niet differentieerbaar,
2%, F(x) is differentieerbdar, maar F'(x) # f(x).
3%, P(x) is differentieerbaar en F'(x) = f(x).

Alle drie de gevallen doen zich werkelijk voor. Zo 1s de funetie
f(x) gedefinieerd door f(x) = O voor 0 %¥x =% en f(x) = 1 voor % < x %1
integreerbaar, maar zijn integraalfunctie is in het punt % niet diffe-
rentieerbaar., Dit is een voorbeeld voor 1°. Een voorbeeld voor 29 is de
'functie f(x) gedefinieerd door f(x) = O voor x A0 en f(x) = 1 voor
X = 0. Volgens (35.4) geven de continue functies voorbeelden van 3°,

We hebben het probleem beschouwd een integraal, als functie van de
bovengrens opgevat, te differentiéren, Nu doen we het omgekeerd en gaan
uit van een op een interval gedefinieerde differentieerbare functie
G(x) en proberen de afgeleide te integreren, We weten al dat een
functie door zijn afgeleide slechts op een additieve constante na be-
paald is en kunnen dus niets beters verwachten dan dat G(x) en de in-
tegraalfunctie van G'(x) een constant verschil hebben, Er zijn a priori
weer drie mogelijkheden,

19, @' (x) is niet integreerbaar,
29, G'(x) is integreerbaar, maar\j G'( §)d§ - G(x) is niet constant.

130, G*(x) is integreerbaar en JF G ( } )d§ - ¢(x) is constant,
a

De waarde van de constante in geval 3% is te vinden door x = a te

stellen en vordt dan - G{a), dus fXG'(§ )dé = G(x) - G(a).
a

We weten, dat de afgeleide van een op een gesloten interval gede~
finieerde differentieerbare functie niet begrensd behoeft te zijn (zie
opgave 88, blz 73) en dan dus ook niet integreerbaar is, Dit is dus een
voorbeeld voor 1°, Het is zelfs mogelijk een voorbeeld te geven van
een op een gesloten interval .edefinieerde differentieerbare funcfie,
waarvan de afgeleide begrensd en toch niet integreerbaar is; dit is
echter vrij moeilijk en daarom laten we dat achterwege. Het geval 2°
kan echter niet optreden, We bewijzen n,l. de volgende stelling:
(35,5) Als G(x) een differentieerbare functie is, gedefinieerd op [},b}

b b
en als ‘f G'(x)dx bestaat, dan is J\G'(x)dx = G(b) -~ G(a).
a a
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Bew1gs. Kies op ré b] een aantal punten: a = xoqrx1<:...4;xk
en beschouw deze punten als eindpunten van de intervallen van een ver-
deling van [? bj in intervallen, Volgens de mlddelwaardestelllng van
de differentiaalrekening is er bij Xi.q B X4 % ﬁi(z: 1,X ) te
vinden zodat ,
6(x;) - G(xi__1)

= GP(EJ). Hieruit volgt:

G(b) - G(a) = S"!:2'1((}&{ )= G(x 1)) = *“‘G'(‘g )(x = 1) Dit laatste is
5=

een approximetiesom van de 1ntegraal van G' (X)s Als we de diameter wvan
de verdeling tot nul laten naderen, nadert het rechterlid tot die inte-
graal, Dus

i

b
f G'(x)dx = G(b) « G(a),

De reciprooiteit tussen differentiaal en integraal is niet volkomen
’maar wel als de functie die geintegreerd moet worden continu is, Samen-
gevat°

"Als f(x) continu is, is f(x) integreerbaar; de integraalfunctie is
differentieerbaar en de afgeleide is f(x).

Als G(x) continu differentieerbaar is, is G'(x) integreerbaar en de
integraalfunctie is op een additieve constente na gelijk aan G(x).

Als F'(x) = £(x), zeggen we, dat F(x) een stamfunctie, ecen primi-
tieve functie of een onbepaalde integraal van f(x) is, geschreven
F(x) =~ff(x)dx. We beperken ons hierbij tot functies die op een interval
gedéflnleerd z;an. Deze schrijfwijze zou aanleiding kunnen geven tot

verwarring met de bepaalde integralen; dagrom spreken we af, dat we
f(x)dx voor onbepaalde integralen alleen mogen gebruiken als f(x)
’continu is, We gebruiken'dan de bepaalde integraal alleen voor inte-
gratie over een interval waarbij de grenzen bij het integraalteken wor-
den geschreven, Als dan de onbepaalde integraal dﬁf(x)dx = F(x) dan onte -
staat hieruit de bepaalde integraal over het interval (a,b) als volgt

‘b .
J“ f(x)dx = F(b) - F(a) of uitvoerigsr geschreven f f(x)dx =
a ' a

= ([, - ([rxan), ,.

De onbenaalde integralen leveren ons nu‘een machtig hulpmidcel om
integralen uit te rekenen.

Door toepassing van bekende stellingen uit de differentisalrekening
vinden we de'volgende stellingens
(35.6) Als f(x) en g(x) ov hetzelfde intervah gedefinieerde reéle con-
tinue functies zijn geldts [ (f(x) = g(x))dx \/}(X)dx +\fg(x)dx en
S - el ax = [e(nax™- fa(x)ax.
(35.7) Als f(x) een op een intervah gedefinieerde redle coniisue fune—-
;ie is, en c een retle oonstante, geldt: ‘jéf(x)dx = ‘If(x)dx.A
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{35}8) (Parti&le integratie) Ala f(x) en g(x) op hetzelfde interva’. gede~

finieerde refle fun:® 'es zijn, f(x) differentieerbaar is en g(x) coruinu
is, geldt:

&ff(x)g(x)dx = f(x).g(x)dx —Jf(ggéél g(x) dx) dx.

(35.9) (Iransformatie van veranderlijke) Als ?(t) een continu differen-
tieerbare, op een intervel gedefinieerde re&le functie is, en f(x) een

continue functie is, gedefinieerd op een intervak, dat de functiewaarden
van ? bevat, dan gekdt:

( f(x)dx)x=?(t> =Jﬁf0?(t))¥Y(t)dt.

In (35.9)moeten we bij de overgang op bepaalde integralen nog op-
passen, omdat er twee variaby’em in voorkomen, Als t het inter¥al (a,b)

doorloopt vinden we: ‘ ()
) sz@{(t))(f(t)dt = &/}(X)dX)X;?(b> - ( f(X)dX)x=-(a) =J££§x)dx.

it geldt op grond van de gemaakte afspraken ook als W(b}<’%(a). In (35.9)
kan men ook een mooie formele rechtvaardiging zien van de gekozen notatie

3
van esn integraal: N/Ffdﬁ =J[f%%dt.

Uit (35.8) en (3549) samen kunnen we een formile voor de integraal
van een omkeerfunctie afleiden. Stel f(x) op een interval gedefinieerd,
eeneenduidig en continu d&ifferentieerbaar met afgeleide overal £ &, dan
is de omkeerfunctie ‘f(t) ook op een interval gedef;nieerd; eeneenduidig
‘en continu differentieerbaar met afgeleide overal # 0. Verder is f(?(t)):t.

Ny volgt'ui_fc (35.9): (2(x) &)y = [tif(D)at en uit (35,8): [vyl(e) at -
= ty(t) *jif(t)dti Dusy[f(t)dt = tp(t) + {ff(x)dx)xzy(t).-Let wel dat, hoe-

%ml in de laatste formile de afgeleide van niet meer voorkomt, bij de af-
leiding de differentieerbaarheid van gebruikt is. Zo vinden wes

(35.10) (Integrasl van een cmkeerfunctie) Als f(x) een ov een interval ge-
definieerde, eeneenduidige, continu flifferentiecerbare functie is en %Xt)
gijn omkeerfunctie, dan geldt:‘Ff(t)dt = t?(t) - gff(x)dx)Xz%Kt).

‘Een voorbeeld van toepassing van deze formule is het volgende: dui-
delijk is\fexdx = ¢, dus J&og'MTb= t logt = e7°8 Y - t logt- t. Dit re=.

sultaat hadden we ook direct met vartiele integratie kunnen vinden:

\flog tdt = log ﬁj? &b-j‘%-(Jf1 at)dt = t log t- +t.

§ 36. Onbepaalde integralen van enkele klassen van functiese.
Door toepausing van de stellingen van $§35 zijn vele onbepazlde inte-

gralen te vinden. We geven enige voorbeelden.

' n vl dx _
J?x dx = Ty, 2ls n £ -1, kf75-= logx voar x» 0 en = log(-x) voor

x¢€0; dit wordt samen wel geschreven\f%% = 1ogix\,'maar we mogen dan bij .
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overgang op een bepaalde integraal geen interval kiezen, dat het punt &

¥

bevat.

fe dx = e* y féXdX =feX1Og fax = loga « Dit laatste is ezn speciaal ge-

val van het volgende: Fen transformatie van veranderlijke x = at geeft:
=41

([£(x)ax)_ 4 = ff(at)adt dus ff(at)dt =3 (J£(x)dx) 4

de transformatie x=t+b: ff(“c+b) at = (ff(x) dX)X-»—'t-t—b" Beide samen geven:

=T+0 +1
Jf(a‘wb) at = ~(ff(x)dx)x —atepe 20 vinden we b.v. f(ax"‘b)ndx = %’

Een onbepaculd.: 1ntegraal van een polynoom P(x) Z: a xJ vinden we nu

L j+1
ook direct® f( XJ)dX = gax X
%3 - J+‘1 ?ij

Opgave ‘lj_? Berekcen: fxzexdx fxe dx, sinx dx, ftcrx dx, ax ,
gin x cos X

. Evenzo geeft

arctg x
cosxggc e . %
Y1+x ‘I+sin‘x TJ TS ax, ISh * dx’fx Togx"*

We stellen ons nu ten doel een onbepazlde integraal te berekenen van

een  gebroken rationale functie %-88— , P(x) en Q(x) polynomen met reé’le

coéffici\éfnten, Hiertoe zijn eerst enkele algebraische voorbereidingen nodig.
Als P(x) =Zr‘l: akxk een polynoom is met complexe coefficiénten van de

graad ny1 (dus a_#0), dan is er volgens de hoofdstelling van de algebra

(zie §28) een complex getal W,, zodat P(O( ) = 0. De a, worden nu reéel

verondersteld. Dan is P(x) = (x- w1)P (x), waarin’ P, (x) een polynoom is

met complexe coefflclen'l:en. Br is dus cen NQ Waarvoor P-1 (%) =0, dus

P(x) = (x-\’ 1) (x=%,) P, (x) 1 zo voortgaande vinfen we tenslette P(x) =

= a (x-nk), waarin de ®, complexe getallen zijn, die niet alle ver-

n
k=1
schillend behoeven te zijn. Hat feit dat de a) alle reéel zijn, maakt dat

uit P(®)=0 volgt P(&) = Z:) k ,]%_a ixk' =0, Als nutX niet reéel is, dan
i-_s VA , dus zijn - en x~N verschillend en dus komen ze afzonderlijk in
de ontbinding van P(x) voor (Uit P(M)=0, &£, P(x)=(z=00)Q(x) en P(X)=0
volgt O=@-%) Q&), dus Q(%)=0). Nu is (x=&) {x-5) =x°= (% +8) x+&X X, TLaat
W=r+is zijn, dan volgt uit § niet re&:cl S%O;uﬁ=2r,m(&=r2+s.2,
(x~w) (x-§)=x2-2rx+(r‘2+sz) en nu is (—2r)2—4(r2+s‘2) = 452<O dus

(x=W) ('k—@=x2+bx+o, waarin b en ¢ reeel zijn en b ~4e 0. Stel()’ T )& =0,
dan is P(x)=a (x2+bx+c)K%'(x-—Uk)-a (x +bx+c)R(x). Te bewijzen nu dat R(X)

dus

een polynoom is met to&le co&fficiénten. Stel dat minstens één der co&f-
ficiénten van R(x) niet redtlis. Door Qdeling met rest vinden we P(x)

= (x2‘+bx+c)S(x)+T(x), waarin S(x) en T(x) re&le co&ffici&nten hebben en
T(x)=0 of dé graad van T(x) is ¢2. Door aftrekking vinden we T(x)

= (x2+bx+c)(anR(x)-—S(X)“).~ Omdat de coéfficiénten van R(x) niet allen reéel

¢ . . , .
RR v » ’ * -
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zijn en van S(x) wel, is van a R(z) ~ S(x) minstens één cofficiént #0,

dus is de graad van (x2+bx+c)(a R(x)=S(x)) zeker 2 2, maar &e graad van

T(x) is < 2 en dit geeft een tegenspraak. Dus heeft R(x)redle coefflclen—

ten. Op R(x) kunnen we dus dezelfde redenering toepassen als op P(x)

voortgaande vinden we , »

(36.1) Een polynoom P(x) met reéle codfficiénten is te schrijven in de vorm

P(x) = a TTDK(X) waarin a redel is en iedere Pk(x)'hetzij . d¢ gedaante

X—dk met ﬁk refel, hetzij - de gcdaante X2+bKX+Ck met bk en c, re&el en
—401 {0 heeft.

Nu zijn twee factoren P hicrin identiek (d.w.z. hebben dezelfde .
coéfficiénten) of hebben een grootstu gemene deler 1. Om dit in te zien
bedenken we dat uit x2+bx+c=(x~m1)(x~w2) met b en ¢ refscl volgt dat
en Vz of beide re&.l of geun van beide relel (en dan tocgevoegd complex)
zijn. Als W, en &, beide refel zijn is b2~4c=(~9(.]—$<2)-40(1@‘2'—‘(9‘\1-—’3’2)2 20.
Als dus b2—4c <0 zijn o en,uz geen van beide reéel,Hicruit volgt gumak-
kelijk dc bewering over de g.g.d. door de mogelijke graden te buschouwen
die de g.g.d kan hebben. |

Uit de algebra is nu bekend (zie cursus moderne algebra (3.6), blz.
32) dat de g.g.d. d(x) van twee polynomen f Ex) en £, (x) met rc¢élc coéf-
ficilnten to schrijven is in de vorm da(x)= wéﬁbq&%fz(x)f (x), waarin (P;(x)
en \Pz(x) polynomen 21jn met redle coéfficgénten. Hieruit volgt nu echter
dat als f (x) en fz(x) g. g d. 1 hebben, bij een polynoom h(x) twes poly-

s 2 n (2 0 v it soes AL - B4+ o o

en wel zo dat als de co¥fficiénten van de_gegeven polynomen reéel zijn,
dit ook geldt voor die van de gezochte polynomen. We weten immers dat
1 = ?1 x)f (x) +-¢2(x)f (%) en dus h(x) = h(x)tpiix)f1(x) + h(x) %@(X)f2(x)

dus ?(%;)f (x)' = h(x)??;(x) + h(ngﬁégx) . Dit procédé noemen we gplit-

gsing in partif€le breuken.

Nemen we een gebroken rationale functie g § en ontbinden we Q(x)'

volgens (36.1), dan volgt uit het voorafgeande dat w%*% te schrlgven is .

P (x

als een som van termen THEIL wearip 2 (x) de gcdaante (x-d,) e of

m
l(__:sc+ck) k heeft, Voor het zoeken van de onbepazlde integraal mogen

we ons dus tot gebroken ratinnale functies van de volgende gedaante be-

perken- T@%E%Tk en Q(x)=x+d of Q(x)*x2+bx+c. We zetten de splitsing in

(x2+b

partiile breuken nog verder voort. Decl n.l.P(x) door Q(x) met rest:

P(x)=T(x) Q(x)+R(x), dan is T%%Tk - TQ—(T§;’§%~>:=1 4 m%%m_ Mok mzr(;}g%{,__1
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P(x)

zetten we het procédé voort en vinden aldus A = Ry(x) +

<~ Ri(x) : L
%3~1 TQ%ETﬁT waarin de R, (x) j=0,«..,k, polynomen met‘reele coefilclgnten

zijn en de R. (X), j=1,.+4k, graden hebben kleiner dan die van Q(x).

bllgft dan nog over te bepalen: ‘f%g—ayk en qu§§§%§%5§k . De: gerste

integraal is =~ (k 1)(x FyE=t voor k>1 en p.lo g(x-4) voor k=1. Het DT o~

bleem de tweede;integraal te vinden is opgelost als we JrfEZI%érgyk
jx(§213§;syk gevonden hebben. Nu is x2+bx+c—(x+~b)2+(c 2)

= (x-@) +é’ met reéle ﬁ en re&le 5}0 omdat c—-%;bQ) 0. Stellen wij nu

X=§y+$gdus y:l(X»@Q dan is met transformatie van veranderlijke

) J
(fTsFZ‘}‘T""w o) f?’"(x— ESILE -

k-1 . N dx . .
= é/ ((X——(j)d'i' 56 ks Om f((x'__@) ¢+J¢)k t»e vinden is
het dus voldoende Jk:j}TEZITTK te bepalen. Deze construeren we nu met

volledige inductie naar k. We weten dat J1=df“§%17~ = arctg x. Verder

y +1)=x° x24x G 1
is Jy 4= f%‘?_x TyEFT 48 f '(""%""'5 f Tx2ryeer « Maar g rmoqyk =
kx |

= '(E%ITT‘F e = - 2k(x4+1)*‘~ o Hierult volgt Jy 4 =
=3 (*§"~7r:7 Ty + - —ek=1 .
T+ = °1sz(x’2+1)ii ;zkj(x‘—!-?)ﬁ = T ok "(3:‘?'4‘-'1'7 .

dx
X)d+dc)x te

vinden sfellen Welj}(x Py +6¢}K \f%%§&1§%;§27k +Gﬂ\((x’ )4+dz)x . De

laatste van deze twee integralen kunnen we al oplossen., Voor de eerste

.s‘cellleh we y:(x:.(g)g en vinden (f(wd‘%k )y:(x-—@)*": Z,Jﬂé—z{%%ﬁ '

| waarmee hij dus teruggebracht is tot j}g;?%yk y hetge-n er een is van

het bekende type TE%%TK » Hiermee 1s de valgende stelling gevanden:

) Hlermec is door inductie Jk gevonden. Om tenslotte Jﬁ((x

(36.2) Een onbepazlde integraal van een gebroken rationale functie met
re€le coéfficiénten is te vinden als es=sn functie die ontstaat door samen—
stelling van functies die rationale functies met re&le co&fficiénten,
log-functies en arctg-functies zijn.

We merken nog op, dat @e, nu we weten dat de splitsing in pmriti&le
breuken mogelijk is, we deze splitsing eenvoudiger kunnen vinden dan uit
het bewkjs van' de mogelijkheid van deze splitsing volgt. Ve stellen n.l.
de te vinden splifsing met onbepaalde co8fficidnten op, maken de breuken
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door veménigvuldiging weg, en stellen de overeenkomstige eoéffieiénten

aan elkaar gelijk. De onbepaalde coéffici¥nten zijn dan uit een stelsel

-

lineaire vergelijkingen op te lossen,
dx X+2

Opgave 138, Bereken e mept B o st ax.

Onder een rationale functie van twee veranderlijken x en y verstaan

we een functie %-8%'1%- waarin P(x,y) en Q(x,y) polynomen in twee verander-

"y m m
lijken zijn, d.w.z, functies van de gedaante }M 7 JKXJyk, nmet reéle
j=1 k=1

a‘jk' Evenzo rationale functies van meer dan twee veranderlijken.

We willen nu integralen bepaelen van functies van het type
B e

R(x,’l/ax2+~ bx + ¢), waarin R(x,y) een rationale functie van twee veran-
’ x+1
erlijken is, dus b,v, . Als a = 0, dan kunnen we deze door een
’ | ey ’

eenvoudige transformatie op een integraal van een rationale functie

Snia— 2
2 ~C
terugbrengen, wantfR(X,\/bX-FC)dX = 'g(j yﬁ(%—,y)dy)y =)obx + ¢

(als ook b = 0, is de oorspronkelijke functie al rationaal). We veronder-

stellen dus a # 0. Als a> 0, dan stellen we ,

e 2
B |
\/axg + bx + ¢C =f51/x2 + :gx + -g- = ‘/ﬂ/(x + a)2+ -4-93-——':-23». Als b2=r dac,
da

b b b b
dan is dit voor x=- g ¢ Vel(x + 2”5) en Voor X< - Z_é;..ﬁ(x + gg)- In

beide gevallen komt er een rationale functie., Als b2 #Z 4ac stellen we
2

‘-._2__- = + A/ of - JJ naar gelang 4ac :.rb2 of 4acgd™, dan kan /

reéel en > 0 gekozen worden. In beide gevallen stellen we y= X(x - E—-—)

en vindenfR(x; VEV‘:XT) /y )dx =

~)5 (fﬁ(dy - y, \;a(‘)’ \G’ 1(x+ b )4. Als a(O den stellen we
: 2 o }/ b 2 4ac - bzﬁ

b = -ax -c =} -alf - - . Al
'\/ax +ox + C ‘1/ -X x ¢ {/ alf -(x + ) --—-—1;?—-— s

4ac>b2, is er geen regle x waarvoor dit refel wordt; dus dit geval kunnen

we uitsluiten. Als 4ac = bz, is dit alleen re€el voor x = - -g—-é- s dit

2
seval kunnen we dus ook uitsluiten, Als dac bz, stellen we B—-:-gﬁfcg 2
4a

met reéle j/ >0, Dan geeft de transformatie y = 1 (x + g’a) weer

Baa



| R(x,\/-——al/ (x + + ) dx = (jR( vy - ,]/-a -y 2yay) o
J S R VR e y,mx
Er blijven dus nog drie gevallen te onderzoeken:

jR(x \/x + 1) ax, jR(x x2~ 1ax, LR(X \/1—-;: )dx.

10. R(x \/x + 1), Stel nu t = x +Vx“+ 1, dan is $2 - 2tx + x° = x°+ 1,

2 T 2 2
dus x = L= y x2+ 1 =4 -x=2+1 g éﬁ = §~i§l . Nu verifieert

2% .

2
t + 1 t ~1 7 +1

men makkelijk datj 'R(x,\/x dx = (] R( ” - }dt)t x+\/ 41 ®

| r———
2°, R(x,\/xgu 1), Stel nu t = x +)/x - 1, dan is t2~ 2tx + x° = x° - 1,
dus x = t2+ ] ;?if; =1t - X = tz en dx tz Nu verifieert men

- ’ - T 2% I - 2 |
molklcelik dat| R(x \/x2 1)ax =( &7 1 R(t2+ ! t2"1)d’c) T,
) R 07 ot 2t b= )/ x -1
3°%. R(x,y/1 - x?), Stel nu t = 1“Nx1”x‘,,dan is x°t°= 2xt + 1 = 1 - x°,
2 1 - 2
Als x £ 0, dan vindt men hieruit x = ——~§ T=x"=1 = xt = ——x
1+t 1 + t7
2 ' : —
%% = 2§1 i )2. Nu verifieert men makkelijk da#)(E(x,)/1-x2)dx =
1T + 3%
2 "‘"“"‘"""’7
‘jé(1*t2)2 R( 2t2 y 1= g)a‘t:),t 1-1/1~x . In de uitgezonderde waarde
{(1+t°) 1+% 1+t = X

x=0 vindt men met echulp van de regel van l1'Hospital makkelijk dat de
functie t = 4 ~x 1=X_ dasr continu uit te breiden is met waarde t = O

en dat de zo.uitgebreide functie daar ook continu differentieerbaar is

‘ga dit na), We kunnen de beperking tot x # 6 dus laten vervallen.

uaman 4

(36.3) Een onbepaalde ihtegraal van een functie R(x,y/ax2+ bx + ¢)
waarin a,b en ¢ reéle getallen zijn en R(x,y) een gebroken rationale
funbtie van twee veranderlijken voorstelt is te vinden als een functie
die ontstaat door samenstelling van functies die rationale functies met

regle coefficigdnten, log-functies, arctg-functies en de functie

R
V/ax2+ bx + ¢ ziln,

Opgave 139, Bercken dx ,J/v/xz- 1 ax, ~—~2§§;(vergelijk bij de
_ ;lxz+1 3}1-x

laatste integraal ook nog de met de algemene methode gevonden uitkomst

met een uitkomst die U al kent):

Om R(sin x,cos x)dx,waarin R(x,y) een rationale functie is, te
2tg
bepalen stellen we u = tg 5, dan is sin x = 2 sin ? cos % = Z =
T*tg é‘
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2

2Uu 2 x C2 len
= ===y, COS X = 2 coO8 - 1z S = 1 morey En %(‘Ht )
C1a4u® ‘ z ) 1+tg %[- 1+u !
5
2u 1—u
R(sin x, cos x)dx = (f R( )du) _ X,
j ’ 1+u2 14u° 14u° u = tg 5

In speciale gevallen kan het wel eenvoudiger, Zo is b.v.,

jsin'n x dx =/sinn"1x sin x dx =

-1 . e
--«fa:Lnn x cos x + (n-1).] sin® 2X.0082 x dx =

z=gin® 1x cos X +(n-—-‘l)/s:Ln x dx - (n-1 )jsinn x dx, Voor n21 kiezen

we de fcrmule

/sinnx dx = - & sin "13: cos x + -I-l:-lj sin®%x dxy voor n<-2 de formule

n
L1 1 ._n+1 n+2 . n+2 . ‘ . .
js:m X dx = o7 Sin COs X + == | sin x dx. Hiermee zijn Aze voor alle

.gehele n terug te brengen totjdx = X enf—s——?—%——-x De laatste merekenen we

ax ([ 2 1+u2 aw)

nu'met het algemene procédé en vinden

sin x_ 140 2u u=tg 7
! S
(j :i)u__tg X = log "tg 5 t :-%
Opgave 140, Bewijs dat voor na“cuurllgke n geldt[ 31n2nx dx =
T 2k=1 2. 2n-1 ll]sz 0
en | sin X dx = : .
2 ” ok ( ’ 2k+1

k=1 ¢ .'-:1
We zouden jcosnx dx analoog als boven kunnen behandelen, maar

kumnen deze ook terugbrengen opjsinnx dx als volgt/cosnx dx =
n ‘ ‘
= -() sin"y a T .
( j y ayly o T =

.Jpgave 141, Brengf R(ex)‘dx, waarin R(x) cen rationale functie is, terug

op een integraal van een reeds bekend type.

— .
Opgave 142, Breng[R(X,Vax+b,]/cx+d)dx, waarin R(x,y,z) een rationale

s functie is, terug op een integraal van een reeds bekend chpe.

Opgave 143, Berekenfx log x dx (A redel), dx/
: +x +1 xl; XZ -1

Niet alle integralen wvan eenvoudlge functies zijn weer in eenvou-

gin x 4x of

dige functies uit te drukken, Zo lukt dit b,v, niet bij =z

j dx' Men kan echter wel Sen reeksontwikkeling vinden voor dergelijke

nen
integralen, Zo is Sln X 2 S—(—%l-j—)—r dus/ sin x
nh-

_1yn2n g’- (1) 2n+1
2,_ —ng"ﬂ— z.,. (oaeT) (PnFT ) want een machtreeks mag termsgewljs
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gedifferenticerd worden.

537. Oneigenlijke integralen,
Tot nu toe hebben we san integreerbare functies steeds de eisen

. gesteld dat ze begrensd waren en slechts in een begrensde verzameling ,é C,
Voor enkelvoudige integralen zullen we nu proberen deze beperkingen op

" te heffen, Stel een functie f(x), gedefiniecerd op (a,b) en zo dat deze
aan het einde van interval onbegrensd wordt, b.v, tg x voor (0,37).
Scherper» uitgedrukt: voor ieder regel getalﬁ € (a,b) is f(x) integreers '+
baar (en dus begrensd) op het interval (a,/_s) We definiBren nu
f f(x)dx = lim If(x)dx als de limiet in het rechterlid bestaat

‘anders zegggnT :'e datéfbf(x)dx niet bestaat). Een dergelijke integraal

heet een oneigenlijke integraasl; de vroeger gedefinieerde integraal een

eigenlijke integraal, Ter rechtvaardiginggge schrijfwijze moeten we nog
-aantonen dat, als f(x) op (a,b) eigenlijk integreerbaar (en dus begrensd)
is,jb f(x)dx als eigenlijke en als oneigenlijke integraal hetzelfde zijn.
’Bitavolgt echter onmiddellijk uit de continuiteit van de integraalfunctie
(zie stelling (35.3)). Er behoeft hiervoorzelfs alleen verondersteld te wor
en dat f£(x) ép (a,b) begrensd en op (a,/j ) voor iedere ;ﬁ & (a,b) eigenlijk

integreerbaar is; de eigenlijke integreerbaarheid van f(x) op (a,b)

volgt n.l. daaruit, zoals in de volgende stelling uitgedrukt wordt:
Q3'7,1) Als f(x) een begrensde fun-tie is, gedefinieerd op (a,b), en
eigenlijk integreerbaar op (a, ) voor iedere B & (a,b), dan is f(x)
eigenlijk integreerbaar op (a,b).

.

Bewijs,Bij E> 0 en M >0 kiezen we M, zo, dat --&-—-( min (E,b—a).
21

. . k k
Iaat k het grootste gehele getal zijn met - < v, dan is "F“> a,
2V1 ? 2131

Definieer nu g(x) door g(x) = f{x) voor a< xé-—ﬁ;— en g(x) = 0 elders
2

dan is g(x) eigenlijk integreerbaar, Dus is er een M,> M, te vinden,

(m) : —~{(m (m)
zodat veor m>M, geldt ’Z“g (f_\)(ﬁl . Dan is T fzf.)é:’t p () +

+ 2"M14}*) . Dus f£(x) is elgenlijk integreerbaar,
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Bij de ondergrens van een interval gaan we op geheel analoge wijze
te werk: als f(x) op (a,b) gedefinieerd is en eigenlijk integreerbaar
op (&X,b) voor iederecﬁ & (a,b), dan deiiniéren we de oneigenlijke in-

tegraa;jf f(x)dx door‘/ x)dx = &%m@ J f(x)dx, als de limiet in het
ot

rechterlid bestaat, Hierover zijn analoge opmerkingen te maken als boven,
en een analoge stelling als (37 1) te bewijzen.

Voorbeeld: gevraagd of&’ x”"dx bestaat, Voor M £ 0 is x bia 0

onbegrensd Nu is voor A 7 O.j/ x dx =T AT alsfm £ =1 en
1 ol
j xlax = - log o .Dus f x” dx bestaat niet voor & ~1 en wel voor

0

Ak;>-4 en in het lastste geval is / xax = —

5T + Dit levert alleen

!iets nieuws als -1< u 40,

We laten nu ook toe dat de functie in de¢ buurt van eindig veel
punten van het definitie-interval onbegrensd wordt: lasat f(x) gedefi-
nieerd zijn op (a,b) behalve in de k punten 01...,ck(c1{ Col v gck).
Noem & = ¢y, b = ¢ 4. Leat verder voor alle sié;(ci~1,ci) en

tié;(ci~1’°i)’ s, £ t,,f(x) op (s;,%;) eigenlijk integreerbaar zijn,

dan definikren we Ci-17*C
b k+1 — .
+1 i
S tx)ax ’2;; s%f% fx)dx + p  lim f(x)adx,
a i-1 sy i=1 T570¢4
c_qtcy
) =

mits alle limieten in het rechterlid bestaan, Dit heet weer een oneigen-
lijke integraal, We bewijzén weer als boven, dat als f£(x) eigenlijk
integreerbaar is op (a,b) dec eigenlijke en de oneigenlijke integraal
hetzelfde zijn,

N.B. Alle 8, en t moeten onafhankplljk van elkaar naar hun limiex

gaan! We mogen dus niet schrzjven_[ —~ = i} J/ §§_+ /‘dx)
&

1 ax - & dx B ;»
maar ‘/' == = lim J/' == 4+ lim 2X en dit bestaat niet,
=1 §¥o - I 8o s X

We kunnen door verknipping van het integrcetie-interval ons meestal
beperken tot het geval dat de functie slechts in de duurt van één

punt onbegrensd wordt,
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Niet alle stellingen over eigenlijke integralen gelden ook voor
onelgenllake integralen, Een tegenvooibeeld als waarschuwing: f£(x) en
z1ljn
g(x) kunnen oneigenlijk 1ntegreerbaar zonder dat hun product het is,

Stel b,v, f£(x) = g(x) = —l:, op (0,1), dan bestaan j' f(x)dx =
X .

1 : 1 ‘ 1 1
J o oex)ax = [/ é%:, = 2, maar J’ f(x)g(x)dx = d[ Q% bestaat niet,
0 0

V x

We gaan de stellingen over eigenlijke integralen niet systematisch
op hun geldigheid voor oneigenlijke integralen onderzoeken., Het beste
is het bij oneigenlijke integralen steeds op eigenlijke terug te gaan
en 1imietovergéngen toe te passen, Geldig blijven b.v, de stellingen
(34.4) en (34i5) over de som van twee integreerbare functies en over

et product van een constante en een integreerbare functie. Verder mag
men -$.- bij parti€le integratie ook grenzen invullen waar de

1ntegralen oneigenlijk worden, mlts men daar ook llmletovergangen toe~

past: ng(x)g(x)dx = 1lim f(p) jrg(x)dx - lim f( ) fhg(x)dx +
31 oAWa

b .
- [ 2 s )at)ax.
a C

(37.2) Als f(x) gedefinieerd is op (a,b)gals vgor iedere p € (a,b) f(x)
f(x)) dx bestaat, dan

eigenlijk integreerbaar is op (a,ﬂ3) en als I
: a

bestaat lbf(x)dx.
a’

. Bewijs: Oﬁ\f(x)\ —f(x)é2]f(x)\. Verder is als de integrand > 0
is, de integraal een 1sotone functie van de bovengrens, Dus

f(\f(x)\ ~f(x))ax4 2 f‘f(x){ dx £ 2 j [£(x)|ax, Dus f([f(x) | ~£(x))ax

is als functie van B isotoon en begrensd, dus lim j'({f(x)l -f(x))ax
ATDH a

A 2
‘bestaat, Hieruit volgt dat lim /ﬂlf(x)ldx - lim fﬂ(if(xﬂ ~-f(x))dx =
AtDb a ATDb a
5
= lim /‘f(x)dx bestaat,

L
Een analoge stelling geldt voor een integraal die aan zijn onder-

grens oneigenlijk wordt,
Het omgekeerde van (37,2) geldt niet: het is mogelijk een voorbeels
te geven van een functie f(x) die eigenlijk integreerbaar is op (a,/3)
b

b
voor alle f@ & (a,b) en wasrvoor [ f(x)dx wel en [ |f(x)| dx niet bestaat,
a a
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Zo! n- voorbeeld (echter met de ondergrens als de grens, waar de functie
¥

oneigenlijk wordt) is % sin %, want f% sin ldx bestaat, maarl ‘sln E\dx
11 1 1 .
niet. Immers f—;z gin -;E dx = fx..'-.-g SinE dx ’=—. x cos ¢ n'f cos ¥ dx, dus

X i
{
. 1 .1 1 1 :
voor O >0 is f—is1n3c-dx=cos1-(>feos(x- fcosxdx. Nu is

'y ‘ oL
lim o cos 1. 0 en l:’rm cmsl dx bestaat,omdat de integrand begrensd is.
U\LO 1 O(‘ o <0 X i

.1

Dus | = sin z x bestaat, Om het niet-bestaan van f 1{s1n 1{&:{ san te to-

X . X
(3
nen, bedenken we dat voor natuurlijke k en y & (2k M T e 2k 7T + -~) geldt
AR - %m?:f
. ~— A - 1
sin vy 2 Y2, Dus ;lmn Et %VQ -%ZE =4 Yo 1og(1m);
! A S
P LA ;uur-ez; a1 V3

1
2 3V2 105 (1+ g8 2 3V2 (5 - 2(9}{)2),2\/7 - i) = 22— =

0
1‘;, waarin c > 0 en onafhankelijk van k. Omdat de reeks Z divergent is,
k=1
is bij iedere R >0 een ® >0 te vinden, zoda‘cj{\ ‘ %{ > R is, dus
x

e
f 1 \Sln ‘de bestaat niet,
Vo

ilen lette wel op het formele verschil tugsen twee op elkaar lijken-
de stellingen over eigenlijke en oneigenlijke integralen. Voor eigenlijke

_ 4
integralen hafden we gevonden, dat uit het bestaan van j f(x)dx het be-
a

staan van f,f(x)}dx volgt. Nu vinden we voor oneigenlijke integralen
[

dat uit het bestaan van fif(x)l dx het bestaan van ff(x)dx volgt, dit
a.

A
echter alleen als het bedtaan van de eigenlijke integraal ff(x)dx voor
alle 3é&(a,b) gegeven is. a
(37.3) Als £(x) en g(x) gedefinieerd zijn op (a,b), als voor iedere
(—3 € (a,b) £(x) en g(x) eigenlijk integreerbaar zijn op (a, [3) als er een
regel getal C 2 0 besteat, zodat \2(x)} € ¢ g(x) voor alle x & (a,b) en als

fg(x)dx bestaat, dan bestaat ff(x)dx.

a o
Bewiis: Uit ‘f(x)l <cC g(x) volgt dat gx) p 0, dus fg(x)dx is een
- fa
1sotone functie van(o’ Dus f}f(x){ dx € C fpg(x)dx <C£L g{x)dx. Dus
a

i [e(x)lgx is, als functie ven Plsotoon en begrensd, dus 1:7\m f@’(x)‘ dx =
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b

R
= L/]f(x)fdx besteats Uit (37.2) volgt nu, dat ook \f f(x)dx bestaat.
L |

! 4 o
Opgave 144, Bewijs dat f -~Q§~—-en z_dx bestaan.

“‘e merken nog op, dat het bestaan van een oneigenlijke integraal
allecen afhangt van het gedrag van de integrand in de buurt van de pun-
ten, waar de integraal oneigenlijk wordt. Als n,l. f(x) gedefinieerd
is op (a,b) en voor iedere {315(a,b) cigenlijk integreerbaar is op (a{?),

3
en a, € (a,b) dan bestaat %%%~ f)f(x)dx wel of niet naar gelang
a“!

O (3
lim \fFfo)dx wel of niet bestaat; immers J)f(x)dx = j f(x)adx +‘jwf(x)dx.
(&T}r (% a & a,

Laat nu de beperking vervallen dat f(x) buiten ecn begrensde verza—
jmeling = O is. Stel verder dat voor ieder refel getal R ) a de functie
f(z) op (a,R) eigenlijk of oneigenlijk integreeebazr is, Dan definiéren

k}M(x)dx 11m j)f(x)dx, mits de limiet in het rechterlid bestaat.
R —+o0 A

Op dezelfde wijze definidren we, als voor ieder recdel getal S «a de

functie £(x) op (S,a) eigenlijk of oneigenlijk integreerbacr is,
a a

ij(x)dx = lim tff(x)dx, mits de limiet in het rechterlid bestact.
Yoo >-0 | J, ,

Deze integralen heten weer oneigenlijk. Het bestaan of niet-befaan van
o0

dezc integralen hangt niet van a af, d.w.z. als uff(x)dx bestaat resp.

20 a
niet bestaat, bestazt f(x)dx wel resp. niet voor 1edere b } a en ana-
] a 9 20
1oog bij Jﬁf(x)dx. Tenslotte definiéren we jqf(x)dx f(x)dx +

X 00 ey, ]
\f f(x)dx, mits beide integralen in het rechterlid bestaan. De waarde van
& o

de(x)dx is niet afhankelijk van de a, die bij zijn deflnltle gebruikt

is. Neem n.l. twee getallen a en ‘b en laat a <:b zijn. Dan is, als

S
S <a<b<R, f+f =f+ f+ /: (We laten f(x)dx, wat
X Vo 4 Va g o R

steeds achter de infegrﬁlen moet staan, Weg) Dan is !j‘+ bf =
& R

[ et e ) u%:mw‘f Dras(t -0~

l m
Sp -0
thj, ms m,,_ \}Z"zj?r + RE*I& Lr = \%:niw }Q:-J;)Sz REEW(__lﬁL ) =
[ o]

oD <00

f“ 14 f{ f&
+ im = + .
oo f{-a#w & a

~ - w0

@ A

It
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Let wel dat men niet neem? 'f«f(x) dx = lim ﬂx)dx, want het

; Yo Ronem Pt § R
rechterlid kan bestaan, zonder dat het linkerlidwbestaa‘c. B.v. f—%@i— =
X"+
= (log VX2+1)X__R ~ (log \/ X2+1)x—-R = «O,“ maar f dex bestazt n:!fet;
- s . - - X +1 .
Je kunnen deze typen oneigenlijke integralen op de vroeger behandel-
de typen terugbrengen als er een getal a } O bvestaat, zodat f (x)dx

Ya

voor alle R Y a een eigenlijke 1n't:egraa1 is. Er geldt daon n.l. f f(x)dx

!

]
=" f-ig f(-;E) dt. Maken we n.l. cen verdeling van het interval ("R"" %) als

R
volgt %‘ =, <ty < eee Ky = % en stellen We-%i = x, dan is a = xk(
Cxp g < ove <xy = R een verdeling van het interval (a,R). Als nu

T, €(ty_4, t5) en § --%-—-, dan 15}_‘:—__C,2f(1)(“5 T _4) =
i
X

t%gf(é) . = =/ f(&)(x —Xi)+

—

g2 ;(
+ Z £( gi)(xiq - xi) = 5 -, Als de dismeter van de verdeling van
i=1 x5
. 1Ay gq s . b5 = %44
het interval (g, 3) kleiner dan € is, dan geldt O <z, _, - %; = ti—"l T, <

< € R%, Als dus de diameter van het interval ('lji’ -;-) naar nul convergeert,

geldt hetzelfde voor de bijbehorende verdeling van het interval (a,R).
Omdat f(x) eigenlijk integreerbaar is, is er een constante C zodat

< {3,.2—
lf(x)){C. Dan is Z £( g )(xy_4 = %5) -—-3———~—§—j:—— Z(Xl 4=X5 %)<
i= X.
3 * |
< C §_______ 2R Z (x 1~ xi) - 2CR éR-—a) € en dit =0 als £-0. Verder
a 1
N R 2
nadert i £( gi)(xi-—f xi) tot ff(x) dx als & —0. Dus f J-g f(%)dt
i="1 o :Tit

wbes‘baa’c en = f f(x)dxs e merken nog op dat de gevonden formule overeen-
a

komt met de formule voor transformatie van integralen. Deze hadden we
echter vroeger alleen bewezen als f(x) continu is en dat is hier niet
verondersteld. Als nu R ——to0 , dan \LO Dus het bestaan of nie u-—bestaan '

o0 30
vanff{z}‘ﬁx komt overeen met het bestaan of niet-bestasn van J -5 f(1\dx,
o0 i % =
o
en in geval van bestaan is jf(x)dx = 3-2- f(%)_dx. Op analoge wijze
& o. X
kunnen we f behand@en,

e 4
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Om bH.v. het bestaan van J' X/Adz te onderzoeken, nemen we in vlaats

daarvan ‘f dx = f‘ /* 2 . ‘e weten dat deze bestaat voor

1
0 x2 x/ o
- p-=2> =1 dus voor (-1 en niet bestaat voor /4-2 -1, dus voor/"‘ P
Evenzo lkunnen we | §&§u£ dx behandelen, door j 12 X sin % dx =

1 1 o 0 b4 oo :

= f % gin . dx te beschouwen. Dus f B0 X 5% bestaat, maar f lsin x dx
0 X 1 X 1
niet. e weten verder dat Jﬂ §£%w§ dx bestaat omdat de integrand be-
[@20] A O

grensd is. Dus f Ei%wg bestaat ook,

: 0

Voo het overbrengen van stellingen als (37.2) en (37.3) op inte-
gralen met onbegrensd integratie-~interval kunnen we het bovenvermelde
transformatieprincipe niet toevassen omdat we toestaan dat de integralen
.et begrensd integratie-interval oneigenlijk zijn. Als we een f(x) nemen
die o» (a,+fv) gedefinieerd is behalve in zekere punten, in de buurt
wacrvan f£(x) onbegrensd wordt, dan kunnen we in die uitgezonderde punten
f(x) zonder bezwaar = O stellen, in overeenstemming met het vroeger ge-
bruikte pfocedé.

(37.4) 41s £(x) gedefinieerd is op (a,+%), als voor iedere R E(a,+02)
f(x) en | f(x)! eigenlijk of oneigan%igk integreerbaar zijn op (a,R} en

oo

als [ |£(x)| dx bestaat, dan bestaat f £(x)dx.
a R
Opgave 145. Bewijs (37.4) (Bedenk dab \f f(x)ax oneigenlijk mag zijn).

'37.5) ils f(x) en g(x) gedefinieerd zijn op (a,+%), als voor iedere
R €(a,+20) f(x) en g(x) eigenlijk of oneigenlijk integreerbaar zijn op
(a,R), als er een reéel getal ¢ > 0 bestaat, zodat (f(x)\ Cg(x) voor
alle x € (a,+%) en als f' g(x) dx bestaat, dan bestaat 5 f(x) ax,

Opzave 146. Bewijs (37. 5) (Analoge opmerking als bij opgave 145) .

o
Als. | |f(x)} dx bestaat, zeggen we dat de 1nteuraal f f(x)ax abso-
a
luut converceert Als [ f(x)) € Cg(x) zeggen we dat f g(x)dx een majorant
s a
is van f f(x)dx Deze uitdrukkingen zijn analoog met gebrulkellgke uit-
a

drukkingen in de theorie van de oneindige reeksen. De overeenkomstige
uitdrukkingen worden ook gebruikt bij oneigenlijke integralen met begrensd

integratie~interval (dus de gevallen van (37.2) en (37.3)).

00 2 a
Opgave(147. Bewijs dat é~ e ax en f -§v—§—— bestaan maar dat
1 x log™ x

oD
dx

; mx ?llet ’ bestaat.
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(37.6) Als f(x) een ov [a, +N) gedefinieerde antitone functie is met
lim f(x) = 0, dan bestaat & f(x) sin x dx.
X2 4

Bewijs: Dat f f(x) sm x dx bestaat voor iedere R2 a volgt uit
(35.1), (34 24) en (34 7). Noez? k1})1et kleinste gehele getal 2 ;}a‘ : noem

j+1)T

F(R) = j f(x) sin x dx en f f(x) sin x d&x = 8y Uit het gegeven
volgt dat f(x)> 0. Voor jw \< x S (3+1)7T 4ie sin x > 0 als j even is en
sin x £ 0 als j oneven is. Dus is aj > 0 als j even is en aj 0 als j

oneven is. Omdat £(x+71) < £(x) en s:.n {x+7) = -s8in x is

L (3+2)7 (3+1)T
J f(x) sin x dx\ !f f(x) sin x dxt dus la; 41 < la.l.
(3+1T J 3
Bij &£ > O is een S te vinden zodat voor x 2 S geldt f(x)< f—- en een N
Fodat voor j > N geldt j ™ 2> S. Dan is
AT e ((3+)7 ¢
aj} =1j £(x) sinxdx’\ = ) Jein x| d&x = -“-‘—(F.. Dus
Jm jn —
lim Ja.| = 0. Volgens de stelling van Leibniz is nu 2 a convergent.
joo 4 nr kn n-1 j(;}+’i)"
Yaar F(nm) = [ f£(z) sin x dx = j f(x) sin x 8x + 2 J f(x)sin x dx:
kT a e a j=k jm
J f(x) sin x dx + J_ a.. Dus lim F(n7) bestaat. Noem deze J. Hies
a i=k J n —>x

nu een N,> N, zodat voor n>N1 geldt IJ - F(nTw )} ( =-—2-. Laat nu R)N,i?r zijn

dan is R > S. Zies nu het kleinste gehele getal m?%i dan is]J - *(R)\g
i t < mTl’"
T = Plmw)i+ iF(mTT)-F(H)\ < 5 + \f f(x) sin x ‘ j ts:Ln xjdx =
R m-‘I In

= £ , Dus lim F(R) = J, waarmee de stelling bewezen is.
R~ 40 o
Hieruit volgt dus b.v. dat j m\x;xx dx bestaat.
1

Als j f(x)dx bestaat behoeft lim f(x) niet te bestaan, laat staan

+

o 5 R0
= 0 te aijr. Voorbeeld S sin x"dx bestaat, want (sm x dx = ().g%?_l dy)y_XZ.
/ =

Het is hierbi] ook niet nodig dat de integrand van teken verandert; we

kunnen dit ook bereiken m%at een integrand die overal > 0 is. Ten dergelijk

o
Yoorbeeld 44 ((bm ;‘“? o T, 1 tngezrand hicrven iz > 0.
Verdey wotur Lo dat é T bustaat. Omdat ‘ (uin2 ,5:‘)2?“?‘ Xax = 1
(o)
( S(su.n y)z;; dy) e is het voldoende te be»{ljzen, dat &(smzy)g
(n+1)7 vy {n+1)W n
bestaat. Omdat 0\{8111237\ 1, is f 81n2y)2 T { s:‘mgy)‘2 dy =
T RV n
2.2" 2 2k-1
{ (sin y) dy = J . Dan is (zie opgave 140) J =T‘ 17 5+ dus

¢ k=1



An 152
2R

J n+1 n+2 on n+2 , p+e .
n_o__ 2k > ( 2 YO = (€1 + 1 )2 -1)2 -1 Daar
Jn+1 k=2"+1 2k~1 2n+2__1 2n+§__1 o
) 1 2™y ‘ o . 1\ 2RF2_q ey
lim (14 ———m) = e en 1lim —Ss— = %, is ((1+ )
in*é_,oo B2 nsco 2%.q B2 1 >
_ J -
22 voor voldoend grote n en dus _.1’31;‘;1 < 2 5(1 voor voldoend grote n, dus
R o -

7 J
Z 'Tn convergeert. Omdat é(s:‘m2 y) 2" een isotone functie van R is,

®
die begrensd is, want < > J,» 1s deze functie convergent voor
=

R> + . Tenslotte is in de oorspronkelijke integraal de integrand voor
x = log(2n + $)7T Rgroter dan (2n + %), dus onbegrensd.

. Dat 1im { f(x)dx bestaat, betekent volgens het convergentiecri-
' R+ &

terium van Cauchy hetzelfde als dat er bij iedere £ > 0 een W te vinden

I

2
;is,Rzoda't voor R, > W en R, 7 W geldt { § £(x)ax - ,( f(x)dx\< £, dus
+ Q 23

| exrax]< e
R, ,
(37.7) Als f(x) voor iedere R > a integreerbaar is ep (a,R), dan bestaat
0o
ff(x)dx dan en slechts dan als bij iedere &> @ ecen W > a te vinden is,
& Ra
zodat voor alle R, en R, met R,> W , R,> W geldt ]ff(x)dxl(é .
R, co
® Speciaal is in het in (37.7) vermelde geval ook \é f(x)dx\< £,
o
\
dus lim { f(x)dx = 0.
R2+w fm 0
(37,8) Als | f(x)dx bestaat, geldt lim f f(x)ax = 0.
a R+ R

k3

§ 38. Het integraalcriterium voor ruvkscne.

Met behulp van oneigenlijke integralen kunnen we nog een convergen-
tiecriterium veor reeksen opstellen. Hiertoe bewijzen we de volgende
hulpstelling.

(38.1) Laat f£(x) gedefinieerd zijn voor x > 1, antitoon en > O. Noem

f(n) = a. voor matuurlijke n en Z a, = A_, dan bestaatl
lim (A = ff(x)éx):IenO&I_\{a‘.
‘nso P 1 1
Bewijs: Omdat f(x) antitoon en begrensd is, is £(x) eigenlijk inte-

: K+l
greerbaar op leder begrensd interval, Verder is a; = f(k) P _{f{x)dx}
R A S P ‘ ‘ K

- '
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"
_ - ( - <
> £(k+1) = ay .. Dus An___1> - f(x)az > AI}n a,, dus 0 < a, < A, +
M r .
- f fx)dx {: aq. Verder vormen de A - | £(x)dx een antitone rij, want
4 m . m+1 myr 1
A, - gf(x)dx - (An+1 - 1( f(x)dx)= J fx)dx ~ a .4 = 0. Hieruit vol-f

gen de beweringen van de stelling.
Uit (38.1) volgt nu onmiddellijk: ‘
(38.2) (Integraalcriterium voor reeksen). Als f(x) voor x > 1 gedefini-

eerd, antitoon en 20 is, als f(n) = a, voor alle natuurlijke n, dan
w0 co

convergeren 2 a_ en 1 f(x)dx beide of geen van beide.
1

n=1 &
. . . S5 a2 -~ 1 s
Hiermee kunnen we b.v. direct de recksen n en"—'mg“ﬁ’ die
o0
o3
bin § 32 onderzocht werden, opnieuw afhandelen. fx dx bestazt dan en
o 1
‘ ax__ -
slechts dan als A< -1 en ér ¥ Tog % bestaat niet.
. . : . > 1 < 1 .
Opgave 148. Onderzock de convergentie van £ ————pr, = prea
n(log n) n” (n+1)

n
Opgave 149. Bewijs dat 1im ( > 115”' log n) bestaat en > 0 is.
n>o0 k=1
De limiet uit opgave 149 heet de constante van Euler. Van deze con-

stante is niet bekend of zij rationaal of irrationaal is.

§ 39; Herhaalde integralen.

7e beschouwen in R, een functic ¢ (x) = §( & 11 §2>, die begrensd
is en waarvan de verzameling der punten x, waarvoor Y (x) £ 0, begrensd
’is. Voor zo'n functie hebben we cen tweevoudige integraal f(P(x)dUDX

gedefinieerd, mits zij integreerbaar was. e kunnen echter ook een waar-—
de van 3,: o fixeren en(F als functie van &1 beschouwen en trachten Qe

enkelvoudige integraal S\P( E,], Zj 2)6{ §1 te bepalen. Deuitkomst zal een
functie *\ran‘g2 zijn, die we wecr naar<§2 kunnen trachten te integreren,
dus J ( gﬁp( :;1, §2)d %1)d?::,2. e schrijven dit meestal

j{({( 3 19 .‘;2)d %1 a& o+ Dit hect cen herhaalde integrasl. Hetzelfde

kunnen we met verwisseling van de rollen van §1 en §2 doen. e gaan nu
= « -
s -] P8 Eaw, 3=([pE, §e8, a8, mo-
= y 5 vergelijken. Wa etre e egtaan van A,
(5, 5,048, ag, 1ijken. Wat betreft het best A,B

en C zijn alle acht a priori denkbare gevallen van combinaties van bestaan
en niet-bestaan ook werkelijk mogelijk. Hiervan enkele voorbeelden.

= i i ey £ —
1e. (f(§1,0) = 1 als§1 rationaal is en O §1 <1 enLF(EV §2) =0
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in alle andere gevallen. A bestaat en = 0, C bestaat en = O \
J S"’( § %, d é' bestaat niet, dus B bestaat niet.
28, 80( 1 ) = 1 als ry, Ty on ® natuurlijk, 0¥ r, <s, O \<r2< s

g r
r e W -~
en ~—-—-; en -»52- onverecnvoudigbare br\,uken '*1Jn (f (s 115 2) = 0 in alle

il

andere gevallen. Nu bestaat f%( 51, )d \;,1 en C. Als n.l. 52 irra—

tionaal is ofg >, of§ 0, is ‘70( 4,1, >2) 0 voor alle %1; als

‘:2 rationaal is en 0¥ §2 <1 \,n§2 = —-52- is de¢ schrijfwijze van §2

als onvereenvoudigbare breuk, dan zijn er hoogstens s-1 wazrden van '.%1,
waarvoor %(%1,5’&2) £ 0 is, dus ook dan is SCP( ;:1, 4§2)d "‘;1 = O. Dus

B bestaat en = 0., Evenzo bustaat C en = O. A bestast niet. Neum dc m®
'hokjesvk.-:dcling V(m) in R,. Kies cun privmgetal p> 2%.(Dit kan, omdat
¢r willckeurig grote pricemgetallen zijn.. Stel nel. dat or slechts cin-

n

dig wveel pricmgetallen Pys evey Py bustonden, dan was 1221 Py * 1 geon
pricmgetal. Dit gueoft ccehter cun tegensprask, omdat dit getal door geen
der getallen p1, +++y D, duclbaar ig).Dan is c¢r zoker c.n géheel getalir te

vinden, zodat -= < k”
oft

mx als k > 0, k< 2™, Omdat P privm is, is %

onverconvoudigbaar. Er 1s dus in icd\,r hokjc binnen de verzameling

“ r
0 < % <1 <§ <1 cen punt (-—3- 2) waar = 1 is, maar ook punten
m)

‘¥

.\.

waar ‘P—- 0 is, dus t( (&)= 1 voor £ £ 1 ¢n voor alle me Dus A bustaat

et
(39.1) Als ven ecn functic P ( 3,1, §2), dic bugrensd is ¢n = 0 buiten &
cen begrensde verzameling, de intugralen f‘f)( §.‘, §a)d W, on
j(‘,o(zﬂ §2)d §1d§2 bustaan, dan zijn deze asn Jlkasr gelijk.

Bewiis: Nocm“"(%v §2)dE = ¥ % ). Bij € 20 is von ¢ > 0 te
vinden, zodat wvoor alle voerdelingen van 32 met diamctur < U guld't:
(gﬁ[(x)dw -Z Sﬁ(y) I (Uﬂ< —5. Tics nu c¢on vaste verdiling van het

£ ,-inturval met diamcter < -;;—:2,, zodat ”'«r—( g )ﬁé2 2__ W (’{}) I (ﬁ)‘

(3]

< %. Laat deze uit k verzamcling.n bestaan. Daarbij bihor.n k wa:rden

Cofm

? « Het is dus mogelijk cun verdiling van hot §1—inturval te vinden met

~

diamcter < -*\;%, zodat}‘f’(?) - S ‘{( 5,?) I (I=J)}<~3% voor al de k

waxrden van ? Hierin stelt ¥ de lengte van een inteival voor, wanrbui-




————— e

ten W(E,)= 0 is. M 1,3[}: (%) I (U) -3 7( £ 27)I@UD)
S % 1(T) “P(')Z) - ZY( 7)) I(U)‘(Sh, Z I(U)(-—E- De combinaties

van alle verzamelingen U en U geven een verdeling in R2 van diameter

Ya®? + a(®Z<T . Dus er gelat]| P (x)aw - Z Z= Y (s,7 )‘i(i:I)I(ﬁ)‘\‘<

(%—. Dus\ ((P(x)dwx - (‘1/( ~§ d52§<€ . Daar dit voor iedere waarde van

¢ >oegeldt, is ,f‘f (x)aw, = f‘f/( §2)d %2, waarmee de stelling bewezen is.
Als dus A,B en C alle drie bestaan, zijn ze aan elkaar gelijk. Over-

gang van B op C of omgekeerd heet verwisseling van de integratievolgorde.

Analoge stellingen gelden ook voor n-voudige integralen.
Voor de practische berekening van meervoudige integralen zijn her-
haalde integralen zeer waarggvol.

| 7 Vi-§;
Opzave 150. Bereken j 222 d §2 d’%1 evrst rechtstrecks en daarna
o 0

met verwisseling van integratievolgorde. Is deze verwisseling geoorloofd ?
Ongavé 151.. Bereken Jﬂj,§1 e 172 d 51 d §2.
Q o

§ 40. Lineaire operatoren.

Een afbeclding z = Ax die de punten x van een n-dimensionale Iu-
pclidische ruimte Rn in punten z van een m-dimensionale Euclidische ruim-
te Rm afbeeldt, heet een lineaire operator of lineaire transformatie als

voldaan is aan

Alx+y) = Ax + Ay
A()r x) = A Ax

voor alle x en ¥y in’R en alle reé€le getallen A .

Een deelverzamellnv V van een R heet ecn lineaire ruimte als uit
x&EV, yeV volgt x + y &€V en uit xEﬁV en A een re&el getal volgt A x & Ve
Het is duidelijk, dat de becldpunten van een lineaire operator een line-
aire ruimte vormen. Verder vormt de verzameling der elementen x van Rn
waarvoor Ax = O een lineaire ruimte in R

n’ die de nulruimte van de line-
aire operator heet.
/e noemen ey (i =1, «o., n) het punt van R qr Waarvan de 1% com-
ponent = 1 is en de overige componenten = O3 dan 1s X = (2\1, ...,E, )
n
te schrijven in de vorm x = J_ £
i=1
in B de punten,dj (j =1, 0., m) dan is Ae; als punt van R te schrij-

e, Kiezen we op overeenkomstige wijze
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n .
3 \ -
ven in de vorm Ae Z CA dj‘ Dan is Ax = A(§=1éﬁi e1 { 1,é,l(Ae ) =
n m , m
= 2. éu 7 oy QL = ZmA (2 <x 2; )d Dus z = Ax komt in componen-
i=1 * 3= Ji J j=1 i=1

ten uwitgeschreven neer op ‘ij = 4:3 ji E?i (3 =1, «ev, m).

(40.1) Een lineaire operator is uniform,continu.
Bewijs: Kies een re&él getal X zaodat L, \Ae |< 3/' Als nu, voor
& 7 0, \x - y[<~£i, dan geldt]Ax - Ay’ \A(x«y)[ }A(Z:'(fi 'ﬁ e ﬂ

n d n n

(£ =) eyl S Jes -l Vaeule 1x - ot = laey| < J E. Dus A
is uniform continu.

(40.2) Een lineaire operator is dan en slechts dan eeneenduidig als de
nulruimte alleen uit het punt O van R, bestaat. _

Bewijs: Voor iedere lineaire operator A geldt AD = A(O 5) = 0A0 =
=0, A1s A dus eeneenduidig is kan de nulruimte alleen uit O bestaan. Als
omgekeerd voor A de nulruimte alleen uit O bestaat, dew.z. uit Ax = O
volgt x = O, dan volgt uit Ax = Ay, dat A(x-y) = Ax + A((-1)y) = Ax = Ay =
=0, tusx~-y=0, dus x = y.

Een stelsel elementen Uyy e+, Wy Van een lineaire ruimte V heet
een basis van V als ieder element x van V op één en slechts één wijze

te schrijven is in de vorm x = '\1 Uy - Verder is, voor 1edere keuze
‘ i=1

van reéle getallen A TERERY }k, A ; u; een element van V, omdat V
1=1

w

een lineaire ruimte is.
(40.3) Twee bases van een lineaire ruimte bevatten evenveel elementen.

Bewijs: laat uyy .., W, en v, ..., V; bases zijn. Dan is voor

k . 1
x in Vi x = 2__ R. uy = ;%T/ujvj. Verder is u; = ;i% jS Vj (i =1, eee, k),
J= J=
X | 1
dus x 'Z: 3 (22%(>ji vj) = Z:; (- eji Ai)vj. Uit de eenduidigheid
J= j=1 i=
k
volntl/ﬂ £, 931 Ai (j = j, eee, 1). Voor iedere keuze Van Aday eeey My

heeft dit stelsel lineaire vergelijkingen, dus een oplossing in
,31, oney }\k. Uit de theorie der lineaire vergelijkingen volgt, dat
dit alleen kan als 1 « k is. Op analoge wijze bewijst men, dat k £ 1 is.
Dus k = 1.
(40.4) Fen lineaire ruimte V in R , die niet alleen uit O bestaat, heeft
een basis, bestaande uit een aantal elementen, fat £ n is.

Bewijs: Kies een u, £ 0 in V. Als er elementen in V zijn, die niet
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in de vorm A 444 te schrijven zijn, kiezen we u, als zo'n element. Als
er dan nog elementen in V zijn, die niet in de vorm A u, + /\2112 te
schrijven zijn, kiezen we Uj als zo'n element. Dit proces moet na k
stappen (k € n) afbreken. Stel n.l. dat er 20 U.,, «.., U,,q te vinden

n n+1 ) z;ﬂ ( n )
waren, dan was u. = c e (Gl ee 1) en A, = . ..o e, ) =
P 2, Cogss Pl en g Ay =2 0y (£ Qa5 %

=5 (2= @5 . A.) e.. Uit de theorie van de lineaire vergelijkingen
i=1 =1 13 J 1 :

vblg‘t, dat er A 'TREREE’ ﬂn+1 te vinden zijn, die niet alle = O zijn, zo-

+1 n+1 v
dat%i 013 Aj =0 voor i = 1, ..., n. Dusij;; Ajus = 0. Als r het groot-
ste getal £ n+1 is, waarvoor /\r £ 0, dan is Z]il )\juj = 0 en /\r £ 0,
dus w, =.§ (- —g-i)uj in strijd met de defin::i].’cie van u,e Te vinden dus
Uqy ese, Wy zodat ieder element van V in de vorm % Aju‘j te schrijven
is. Alsz;;z >\juj = §1/xiuj en niet voor alle j isslj =/btj, dan is er

Y
een grootste getal s € k, zodat As £ m g enug = p ._.._J....:{{.\:(_l u, in
j=1 /"S / s d

strijd met de definitie wvan Ug e De schrijgwijze is dus eenduidig.

Het aantal elementen van een basis van een lineaire ruimte heet
de dimensie van die ruimte. Als de ruimte alleen uit O bestaat, noemen
we zijn dimensie O. Als V in Rn ligt en een echte deelvergzameling van
Rn is, is 2zijn dimensie < ny want een basis van V is volgens het procé-
dé van het bewijs van (40.4) tot een basis van R uit te breiden.

In een lineaire ruimte van dimensie k en basis g1, Al 0y is

ieder element op één en slechts één wijze te schrijven als > _ )iui;
- 1=1

aan dit element is dus het punt ( )1, coey /\k) van R, toegevoegd. Bij
deze toevoeging zijn aan sommen van elementen sommen van overeenkomsti~
ge elementen en aan Scalaire veelvouden van elementen overeenkomstige
scalaire veelvouden van overeenkomstige elementen toegevoegd. Ve kunnen
dus de ruimte als een Rk beschouwen, als we afzien van het feit dat de

n
absolute waarde eventueel anders gedefinieerd is. Als n.l. uy = > eij
i=1
. F e A 2 (5 0 A2
en X = 2. M, = _ . A L)es, dan isix = > > e Ne) =
] "3%3 f;{)-ﬂpla j/%1r oo x| £ §:_1@13’3

221 ?51 ]?_:—_1 Cij €11 Aj /\1 = >f.' 2 ( - @ij Pil) /\j Al' Het is mog}e{llalé
te bewijzen, dat het basisstelsel zo kan worden gekozen, dat dit b ',\2.
wordt. We gaan daar niet op in. =1

Als A een .eeneenduidige lineaire operator is, die in componen—
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ten ui’cgeschreven (\“j = ok 31 £i G=1,e oo ,m) 1luidt,volgt uit (40.2) dat

T

1

0= 5_" X .3 G4 alleen de nuloplossing bezit, wat alleen kan als m> n

ji

is. Als de beeldruimte van A de lineaire ruimte V van dimensie k is, en
A 1s eeneenduidig, dan is ook k= n, zoals op dezelfde wijze bewezen
wordt. De omkering van A, die we Il noemen, 1is 00k een lineaire 0pe€ =~
rotor, want als AX = z, Ay = w, dan is A"1(z+w)" = A"1(Ax+Ay) = A"1A(x+y) =
=X +y = Al v i % en A"T(Az) '1(/\ Ax) = A'1A}\X = Ax = ) A"y
Omdat A" ook ceneenduidig is,is ook n £ k, dus n = k, dus
(40.5) Een uxncenduidige lineaire operator gedefinieerd oo Rn beeldt deze
0p een ruimte van dimensie n af.

Als men een basis Ugy sesy w o in V kiest, en Ae; Z‘_/}Jl 3 en

n e} N
z =3 A Uy = Ax, dan is k =2 jié‘i en dit stelsel is oplosbaar
iz

j= 5=1
naar f\,,i, wat algebraisch betekent, dat de determinant ven /’in # O is.
Als A een eeneenduidige lineaire operator is, die Rn in Rn af-

beeldt, dan is de beeldruimte V van de operator de hele ruimte Rn'

§ 41. Differentieerbare functies van meer dan &én veranderliike.

e beschouwen een functie y = f(x) gedefinieerd op een verzame-
ling S in een Rn en met een beecldverzameling T in Rm. Ve kunnen deze
functie opvatten als een stelsel van m reéle functies in n reéle veran-
derlijken (zie opgave 66, blz. 52). We hebben in § 13 gedefinieerd,
wat we onder continuiteit van een dergelijke functie verstaan (zie ook
opgave 66 voor een formulering uitgedrukt in de afzonderlijke reé&le
functies). We zullen nu differentieerbaarheid definiéren naar analogie
van de karakterisering in (17.1) (blz. 65).

De functie f(x) hect in het punt a totaal differentieerbaar, als

f(x) in ecn omgeving van a gedefinieerd is en er een lineaire operator
A bvestaat, zodat geldt £(x) = f£(a) + A(x-a) +|x-al e(x> a), waarin e(x—a)
een functie voorstelt, die— O als x - 8. Als nu Wi eves Py de compo-
nenten van f zijn en 61, vy £ die van e, dan luidt dit in componen-

ten geschreven als volgts ij(é‘ﬂ ..,,E, ) = lfj(d,), ""O(‘n) +

Zi_% 31 (81 0()+\/Z_ (53 -, )Za.(x-—:a).

Kiest men nu speciaal & d.. voor i £ k en t,, willekeurig,
dan wordt dit (p . (K gy veey k1’£‘k’dk+1' veey Ky ) ‘fj(v‘\q,..., OKn) +
Jk(ea %) + ké,k - Oikl Ej(x —a) en dit is juist de voorwaarde

voor differentieerbaarheid van een functie van één redle veranderliijke
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Ek, dus o( is de afgeleide van de functie {OJ naar de veranderlijke
é e Pid constant gehouden overige veranderllgken, genaamd e¢en partigle

; . D D‘P:}(Qf""‘.")( )
afgeleide en geschreven ol 4 = (j—ée-i)(@?,...,mn) = 0§y ’

Hieruit volgt, dat de operator A eenduidig bepaald is. Als £(x) dus to-
taal differentieerbaar is, bestaan alle parti8le afgeleiden.

De operator A heet de functionaaloperator of operator van Jacobi,
de matrix (o(jk) heet de functionaalmatrix of matrix van Jacobi: als

m = n, heet de determinant van O<jk de functionaaldeterminant of deter-

minant van Jacobi of Jacobiana, ook geschreven

functie in meer dan &én punt totaal differentieerbaar ig, kan de line~
aire operator van het beschouwde punt afhangen.

Opgave 152. Bewijs dat f{x) in a totaal differentieerbaar is dan en
slechts dan als hetzelfde geldt voor alle componenten 601, ..,,({Dm
van f.

(41.1) De functie f(x) is dan en slechtes dan totaal differentiesrdaar
in het punt a, als f(x) in ecn omgeving van a gedefinieerd is en als

f(x) = f(a) + A(x~a) + i(é i—-cxi) ey (x—>a), waarin A een lineaire
i=1

operator is en ei(xwa) (i =1, «.., n) functies zijn, dte — 0 ale

A

Xx—2»a. A is de functionaaloperator van f in a.

Bewijs: tx-a’e(x»e» a) = \/'i( él oy )2 e(x—a) =

“Z(gl o<, )(Eﬁl{‘é‘i‘“ e(x—»>a)) en %%‘ e(x—3a)—>0 als x~—=a-aa.0m-
gekeerd: i(é =, ) e; (x-—>a) ~ix-—al(§: E%‘}_c_—a_j; (x —=a)) en

= Lol

e
= TTx=al
(41.2) Als £(x) totaal differentiecrbaar is in a, dan is f(x) ook conti-~
nu in a.

i (X~—->a) —>0 als x— a.

Bewijs: Laat A de functionaaloperator in a van f zijn. Omdat A
continu is, is er vij & / 0 een (3 > 0 te wvinden, zodat uit | x-—a[cib.]
volgt (%A(x—a)l = |ax-aal¢ 3. Verder is er een 52> 0, zodat uit
]x-—a}( volgt |e(x—y a)f( 1. Neemt men nud = m1n(51, 52, 2) dan

volgt uit|x-a|< J , dat]f(x) - f£(a)|=]|A(x-a) +lx~ale(x~>a) _{\A(x«a)\+
lx~a1}e(x—f? a)|<E . Dus f(x) is comtinu in a.

Hierboven is aangetoond, dat uit totale differentieerbaarheid
in a het bestaan van alle parti&le afgeleiden aldaar volgt. Het omge-
kecrde geldt niet. Neem de functie (( ( % 1,é2 = 1 als
E,=00f £,=0en=0el-
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96(0,0) _ _0(0,0)

ders, dan zijn 55‘1 ,552 = 0, maar v is niet continu in
(0,0) cn dus zeker ook niet totaal differentiecrbaar.

(41.3) Als van f(x) de partitle afgeleiden bestaan in een omgeving van.

a cn continu zijn in a, dan is f£(x) totaal differentieerbaar in a.
Bewiis: Uit de middelwaardestelling van de differentiaalreke-

ning en de continuIiteit van de partiéle afgeleiden in a volgt voor

j—1’ ...,menl—-1 s 8y nsg

¥ (31’ §1N’<1+1' eryX ) - ?03(§1’ SR NI ST ceeyXy) =

D -~
= (%l.‘v{ ) aél (§1’ ""El.—‘]’% ij (%1 ~o<i):‘(><j,+1’ oa-,()(n) =

Ds@-(%'ly catao( )
= - J L - s - ' &
_(gi O(i) ’()éi + (éi (><i)<:i. (x—-éa),me“b O<?fij\1’
Door opatelllng vindt men hieruit Qﬂ (é 1 y eeey én 643- (0 49 veesXy) =
_ spa<c<1 ] oc-!o< ) <...

—‘z‘_% Dg (éi*D(i (%1 D< ){la (X“‘*&). NuVOlg't

= 5+

uit (41,1), dat fj totaal differentieerbaar is in a en dan uit opgave -
152, dat f totaal differentieerbaar is in a,

O‘pgavez 153, Als (/(é 1,§ 2) = é ,]_ézw voor (\Eﬂ,é 2) Z (0,0) en
2 L £2
92 ,
6/(0,0) 0, dan bestaan de partlele afgeleiden 7&\? en ;j‘ overal,
¢ 51 2

masr gé‘is niet totaal differentieerbaar in (0,0), Bewijs dit,

(41,4) De som van twee in a totaal differentieerbare functies is in a to=~

taal differentieerbaar. .

(41,5) Als f(x) totaal differentieerbaar is in a, is ()’Kf(x) totaal diffe-

rehtieerbaar in a ( &( is een reéle constante).

Opgave 154, Bewijs (41.4)en (41.5).

(41,6) (Kettingregel) Als g(x) zijn definitieverzameling in R, heeft en

zijn beeldverzameling in Rm en totaal differentieerbaar is in a & Rn

met operator A, als f(y) gedefinieerd is op de beeldverzameling van g(x)

en zijn beeldverzameling in Rl heeft en totaal differentieerbaar is

in b = g{a) met operator B, dan is f(g(x)) totaal differentieerbaar in

a met operator BA, '
Bewijs: g(x) = b + A(x-a) + \x-—ale1(x~>a) en f(y) = £(b) +

B(y-b) + |y-ble, (y =1b). Voor x # a geldt dan f(g(x)) = £(gla)) + B(A(x—a)) +

+ \x—ale1(x~> a)) +]A(x-—a) + 1x-—ale1(x~—> a)}ez(g(x) —b) = f(gla)) +

BA(x-a) + lx-a{(BeT(x———‘*a) +!m A(x-a) + e1(x——-=~a)(e2(g(x)-~;.b)).

dat g{x) continu is in a, volgt uit x—=a, dat g(x)—> b. Omdat B continu

is en BO = 0, is Be.I(xw}a) = e3(x——?~a) Ul‘c het bewijs van de continui-

teit van een lineaire operator volgt, dat T—-——-—- A(x-a) begrensd is, Dus
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f(g(x)) = f(gla)) + BA(x-a) + 1x-a\ e (x —>a). Dit geldt ook voor X = a.
- Laat \(J(é 1 ...,fl ) (7 =1, «¢., m) de componenten van g{x)

ziin 2n (fk(q'l’ ...,I‘m) (k =1, »+s, 1) de componenten wan £(y),
dan zijn van f(g(x)) de componenten y}k(‘§ 19 ...,gn) =

_ (fk<)(1(‘§1’ e, %n)’ “"%m(%'l’ "'f%n)) en er geldt ‘-fg—a% 1;;-

:2%‘__ %%E %%3.1 op grond van het feit, dat voor de matrix ( ﬁn) van

BAngldt 31{1 ——>’m“ Pka i1 (matrixvermenigvuldiging!). Verder is,

alsn=m=1is, det %‘?{9 = (det DV, ) (det :‘)—)(—-1 , dus SE%M: :én -
VP e ) D k) o5 1 ~

5(71’ S n) ,D( AT ) of, anders geschreven, als we

g g.], ...,% ) en ék gﬂk("),', ...,‘7 ) stellen:
(&0 wees& ) NE gy eensd ) DAy vl )
a(é.], mvo’g ) 2(71, g-n,qn) ‘Bﬁ(%," .'°’§1’1)

Stel nu in (41.6) dat g(x) ccncenduidig is en f£(x) zijn omkeer-
functie cn dat verder de voorwaarden van (41.6) vervuld zijn. Dan is
f(g(x)) = x, dus x = a + BA(x-a) + ‘x~a’ 4(x~%>a) Echter is 00k X =
=a + I(x-a) + lx—a}O, waarin I de identieke operator Ix = x is. Dus
moct BA = I zijn. Dan volgt uit Ax = O, dat x = BAx = BO = 0, dus A
is cvnecenduidig. Omdat g ook de omkecrfunctie van f is, is evenzo ook
B eencenduidig. Dit kan alleen als n = m is. Dus:

(41.7) Als g(x) zijn definitieverzameling in R heeft en zijn becld-
verzameling in Rm en totaal differentieerbaar is in a en als de omkecr-
functie f(y) +totaal differentiecrbaar is in g(a), dan is m = n en de
operator van f in g(a) is de inverse operator van de operator van g in a.

Alsm#Zn is, kan g(x) wel eenecnduidig e¢n totaal differenticer-
baar zijn, maar zijn omkecrfunctie is dan nie¢t totaal differenticer-
baar. Zo b.v. hot stelsel van drie rcéle functices in twe. re&le veran-

derlijkun, gegeven door 7( 4 ( % 1,% o) = é.“?iz( i” zg) =§2,x3( é“ %’2).—-
= 0. Op de kwestic, onder welke omstandigheden voor m = n dc functie ’
g(x) cencenduidig is en con totaal differcnticerbar. omkeorfunctic be-
zit, komen wWe nog teruge

Van cen functie V (é 11 '”"%n) kunnen ook hogsrc partillec afg
geleiden bestaan. We schrijven kortheidshalve wel 5—% = §ﬁi,
agig% - = ,a'%i (,Sg'};) = %ki cnz. In het algemeen hocft‘ ‘7ﬂik niet
gelijk aan (kai te Zijn. Hiervan gceven we een voorbeeld en wel cen func—
tic (/(51, '§2), waarvan ?ﬂ, V1 en P, bestaan on continu zijn,
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?911, }”12, %21 en)ﬂzz overal bcstaan. Ve nemen

/<§1,§2 - £ 1§0 i__.g.%_ als (51,gz> £ (0,0)2
Voor’ 1!*&1\ <\12 \é \ \/5, (21, 52) £ 0 geldt\‘]p(éwgz) +

{
2 2
-?(0,0)i< é’ll \—é—%——%—g— , dus?ls continu in (0,0).
1 2 .;2 2
voor (€., €,) £ (0,0) geldt (fﬁévéz) ..gzg};__;g—g_
s 3 (85+60) 28, - (E5-8D) 28, ¢ éi*.’ﬂré%ég“ég.
(71 2 %+§g)2
2
A

2

Voor (51,§2) # (0,0) gulat 21 é1,§ ) = ég—g—:%-g
2
. (§1 €2 >2éz"(«§1 gz) 2%2 é% 4%%’@%
§1§ (é’l 22)2 é'[ (% '+%§)2 .
Voor %1, %2) £ (0,0) geldt natuurlijk, datfﬂ, %2,91921 en

yzg bestaan. Verder is voor é1 V(§1’ é A = 0, dus

Vj(o 0) =0 ¢n voc;ré\2 £ 0 is P1(O 52) = -gz, dus geldt steeds

71(0 gg) = —52; dus 7012(0 0) = ~1.

Voor%2 A0 is ?(O 52) ;Q(O 0)

é1 Z0 is 902(51,0) = éw dusggcldt stecds 72( é,o) =é1, dus
;/’21(0,0) = 1. Dus ¢,,(0,0) # #541(0,0). |
Vooré,} £ 0 is y1(§1,0) = 0, dus stcuds isf’1(é1,0) = 0, dus
4})1(0 0) bestaat cn = O, Voorg2 £ 0 is }/2(0 g ) = 0, dus stcceds is
2(0 gz) = 0, dus {022(0 0) bestaat on = O.

<
<
5

(£% - s§> == 8 (€
1
1
2
1

= 0, dus?z(o,o) = 0 ¢n voor

Nu bewijzen we nog de continuiteit van %1 Lnﬁz in (0,0). Wo we-
ten al, daty1(o 0) _//2(0 0) = 0. Voor (% %2) £ (0,0) gclat

= i(? % 2)° !’ = : = %2; £ 2, aus voor |f 4| < 3
1* 2 - 1

ég{\/\% en (§1§2) # (0,0) geldt);ﬂ1(§1,§2) -;&1(0,0)5_ 2!§2i (E en

‘H@(épé o) -’;02(0,0)[5_,2(51\(5 , dus 5"1 un;ﬂ2 zijn continu in (0,0).

Buiten (0,0) zijn alle beschouwdc functies continu.

We bewijzon nu een stelling, dic ons onder zckere voorwaardcn
geoft, dat wel 712 =/¢’21. |

7 FEPURN .- - : P AT R A G . R » (i [N
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¢cen omgeving van (0(1,0(2) bestaat cn in ()(1,0(2) continu is enéﬂz(é? %2)
hestaat in eun omgoving van (0(1,0(2), dan bestaat (/ 21(O<1, 0<2) en
Foo(yy ) = Pp(Xy, 00,

Bewiiss Er is cen omgeving van (D(.‘,()(z) waarin Qz en %‘12 beide
hestaan. Kics daarin euvn voorlopig vastgehouden punt (?71, )72 . Dan is

s , N

/.19(!?1, V)z) -$0(é 1,O< ) . gecdefiniecrd voor < tussen o< 4 en
r?1 i differenticcerbaar naarg 4 mct afgcleide 5&1(% 11 /?; - 7J1 %1, 0(2)

Volgens de middclwaardestelling der differentiaalrckening ie cr dus ecn

*T; te vinden, waa:cvoor;& 171,72 ?ﬂ(l’h,()( ) - ?(o(“}??) +}L)((~<1,o(2)-
:(Vh - A )(9{21(01,/72) -401( /71,0< )). Nu 1sy’1(#’)1,§2) als functie

ven & , differentiecrbaar tuséen O( cn 17 o met afgeleide }012( ‘71, 52

Volgpns d¢ middclwaardestelling der dlffc,rbntlaalrbkunlng is er dus een

V}E tussen(x2 "ni]Z’ waarvoor f?.! ‘71, 72) - @1 ‘71,(><2) =
= ”7 =%5) @y 71’72 dusf(%”?z) - 71'“ ) ”/5”("“1*"72) +
+y(o('1,o< Y = (&71 - )(172 -0();&12 ()]1,/72 « Als we nufh enff ,

variabel maken, dan varidren 1 cn Flo in afhankg,llgkheld van 171 un’72

mecs Dan is lim 9/(71',72 %?1,{% 9’2(71,0<2) en

Ko =>%2 e -
(0<1, 2) - (0< ,0< ) .
75 / .}7/2 [ = o0, 0,), aus 533, (71 =00 P )=

_%“2(171,0(2) .-72(%1,0(2). Voor /’)1 # X, geldt dus

(1 oXo) = ¢ (XX ,)
1%%12(?)12 171"72 - ey, X)) = Ze 71,)12__“1%2 2y

= 1p(X 1, X,) . Omdat (4, continu is in (X, ,) is bij iedere >0

cen 5) 0 te¢ vinden, zodat uit V(é1—0< )2 + (52 -0< ) 4& volgt

]?012( 5“% 5 (/12(0(1,0( !( -5-. Kicst men nu (171, f)z) dusdanig, dat
\/(”]1 O( )2+ ('72 - )2 <5 den geldt, omda‘tV/‘ tussuﬂx en 171

vni/‘ tussen0(2 en M, ligt, ook V(7 + (172 O() <(5
dus ook\?m( 1, W]z) —¥12(O(1,O( {( = ’_Dan is voor{‘?1 X4 l\ 00

Yol N Xp) = oy, &)
'%9 n'l y)f.. VZ 1 _?‘12(@1,0( )\ --<E Dus%g«‘(O{-wO( )

bestaat en = 9;912( Ky Xo)e
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In (41.8) kan P ook nog var meer veranderlijken afhangen. Dit doet

voor partiéle differentiatie naar i en E’ toch niets ter zake.

(41 9) Als van ¢ ( i"l"“'é‘n
. bestaan in een omgeving van (ot 5o om0 ) en continu zijn in (o, cee )y

da}.’l lS p /.L]:{(O(1900o90( )-‘ (PP“IC."P.K(O(,]yooa,O(n) alS/ 1,~0~,/Mk

fen TRRE P Xk door permutatie uit elkaar ontstaan en natuurlijke getal-

1
) alle partlele afgeleiden van de k° orde

len zijn £ n,

Bewijs: Voor de partiéle afgeleiden van lagere dan de k® orde gelden
eveneens de gegevens van de stelling, want ze bestaan en zijn wegens
(41.3) totaal differentieerbaar, dus continu in (o<19...,, otn). e leve-
ren het bewijs door volledige inductie naar k. Voor k = 1 is er niets te
bewljzen. S‘tej. dat het van k bewezen is en 1aat/‘/‘1’“n/"‘k+1 en

‘h,..., Vk+1 door permutatie uit elkaar ontstaan zijn. MHoem Mg = i
en V.4 = je« Als 1 = j, dan ontstaan/t/t1,.,.,//{k en P yseee, Yy ook uit

© o), &u ( (g(1.../‘1(°‘m19°°"°‘ ;
o's e 5 ® e W gy o RO o4 i i
1’ 4 l’l s c‘p/-'uloc 1__ <X1’ ! Cf)\).]- ..\)1{4“1 1 ﬂ/ nuo 1 % J,

dan komt in /u,l,.e.,/,ulr ergens j voor. Voer een permutatie uit, zodat
S

ellacr door permutatie, dus volgens inductie is @

sV qeeenc

*deze achteraan komt te staan: A qrerss Npeqe Jo In Vyyeee, Py komt er-
gens 1 voor, dan is Aj,..., N 1 een permutatie van V1,..,, Ve

(0(17"”:0(1,1)

k-1?
Dan is volgensg inductieveronderstelling ¢

/4/{111 eu/l/tk

= e 0w en ® 0 e =
@7\1...7\1{_13( 1 r & ) (\DP1 .. vk(dﬂ ’dn)

= 307\10"7\?“11(@1,006,0(11)- 7e passsen nu (41.8) toe op de functie
p (&, yov oy E\.‘ ), opgevat als functie wvan 2, en é:,., dan volgt
A—]!ut }\l{~1 1 J

gaam:l.'t (P)\1."'/\1 ,;]1(0{1"“’0( ) SD’\ .../ ..(O(JvaooyO(n)‘)

(O<19"'9o(n)=(€v (O<1/"'70< )

LP/“V"”"kH | RGNS
Den punt a = (oa,l,....,o(n) in een Rn noemen we 00k wel een vector

sen \a\ de lengte van de vector a: in dat geval vatten we a op als een ge~
richt lijnstuk tussen U en het punt a. Een vector met lengte 1 noemen we
seen eenheidsvector. Het inwendig product of inproduct a.b van twee vecto-

ren a en b wordt gedefinieerd door a.b = 2__ > g /3 Volb'ens de ongelijk-
i=1
heid van Schwarz (zie stelling (10.5), blz. 39) is (Z L )

2

n n
& (Z1O< §>(Z1/5§>’ dus (a.b)z.é\a]g [bl dus | a.blélal o]« Verder
1= 1=

geldt a.b =\a| |bldan en slechts den als a =0 of b =0 of b = Aa met

A>0. Als a 0 en b £ 0, dan geldt — 14 \ZHE £ 1, dus er is een
redel getal \j/ te vinden, zodat 0 £ V" £T en cosx{/ i_‘bT (zie voor

het driedimensionale geval de cursus analytische meetkunde, blz 103 e.ve.,
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speciaal opgave 26, blz. 105). Te noemen \;f de hoek tussen de vectoren
2 en b. Blijkbaar is W 0 dan en slechts dan als b = N a met A > O
we zeggen dan dat a en b dezelfde richting hebben. Als b = Aa metAL O,
is cos Y = -1, dus W =T ; we zeggen dan, dat a en b tegengestelde
richting hebben. Verder geeft a.b = 0, dat V= -—’g—-y we zeggen dan dat a
en b orthogonaal {(of loodrecht) zijn. e noemen %—;—;{2 =\blcos }r de projecs
tie van b op de richting van a. De projectievector van b op de richting
van a is éen vector in dezelfde of tegengestelde richting van a, die de
absolute waarde van de projectie van b op de richting van a als lengte
heeft en in de richting van a ligt als de projectie > 0 is en in de te-
gengestelde richting van a als de projectie £ 0 is. Dat is dus

1Db\ cos f_\ﬂ .2 a.

B

h

] Laat (¢ (x) een reéle functie van n veranderlijken zijn, die totaal

: noop
differentieerbear is in a, dan is (P (x) = (F(a) + ~'§—%§§l (é("i" °‘i) +
‘ i=1 i :

X - nen v 2 26
+|x - ale(x=a). Noemen wec nu de vector (35‘,” yes ey 3—2:;) de gradiént

van (P , geschreven grad ¢ , den is dus b (x) = @¢(a) + (gradéﬁ(a)),(x—aH
+lx-al e(x—2a).

Onder een straal door a in de richting van s verstaan we de punten
x, waawoor de vector x-a in de richting van s ligt, dus x = a +A\ g met
A> 0. Nu is de functie g( A) = a +As een in 0 totaal differentiesr—
bare functie van A, want g(A) = g(0) +2As +A|0 en A s is lineair in
Ae 00 X () =@ (g(A )) passen we nu de kettingregel toe en vinden

X(X) =¢ (a) + (gradga(a)) (A s) A€, (A=0), naar
ﬁrad{ﬂ(a) (A s) = frred(p (a)).s), dus 5‘—5—"3\&)— = —-—2%%— o, als
i= 1 i

= (0',19..,,, G’n)., Als we voor s een eenheidsvector kiezen, heet dit de
richtingsafgeleide van de functie ¢ in de richting ven s. Kiest men voor

s een der ej,k dan wordt de richtingsafgeleide m dat is jJjuist de

DE, ;5 !
”d
partigle afgeleide naar L\jj. Verder is _X-__%\,Q_)_, = (grad ¢).s =|gradg|cos \b‘,

als\{/ de hoek tussen grad ¢ en s is. Dus de richtingsafgeleide is de Pro=-
jectie van de gradiént op de richting, waarin de richitingsafgeleide ge~
ncmen is. Deze is dus maximaal in de richting van de gradiént en nul in
de richting, die daar loodrecht op staat. N
Onder het lijnstuk ab verstaan we de verzameling der punten x, waar-
voor geldt x = a +A(b-a) =Ab + (1=A)a met 0L A\ £ 1. Van deze x zeg—
gen we, dat ze tussen a en b liggen. Neem nu een y, zodat p (x) gedefi-
nieerd en totaal differentieerbaar is voor x tussen a en y. Noem g(/\) =
=a +A(y-a) met 0 & A £ 1. We vassen nu op X (A) = _go(g(/\)) de middel~

weardestelling van de differentiaalrekening toe: [ (1) -~ X (0) ~7



An 166

voer een 3Amet‘0< a2 1. Nﬁ is X (1) = Y(y) en ) (0) = F(a), dus
n

¢(Y) - (a) = Z B@(a;—g(jf-a)) ('Vzi._ O(i)' DU._S

i=1 &y

(41410) (Middelwaardestelling der differentiaalrekening met meer veran-—

derliiken) Als ¥ (x) totazl differnentieerbaar is in alle punten tussen
a en b, dan is er een red&el getal T met 024 0 £ 1 zodat @ (b) - (a) =

n
_ E ’bhtg (a +£/’§b—-a))_ (ﬁi_ o(i) .

3

Let wel dat deze stelling geldt voor één re&le functie van n veran-
derlijken. Als f(x) een afbeelding van een deelverzameling van Rn in
Rm ig en dus m reé&€le functies van n reéle veranderlijken vobrstelt, kan
de stelling natuurlijk op elk der componenten van f(x) worden toegepast,

.. s e

mear de daarbij gebruikte waarden van ¥ kunnen veor de componenten ver-
schillend zijn. ’

Als voorbeeld beschouwen we de volgende functie £(x), die R, in Bo

aszeld‘t en die we later ook nog zullen gebruiken. (p 1(571, 6,2) =
= e 1c:c)'sfﬁ,z,, $ ((‘1,1,&2) = e 1Sin£,2. De functionaaldeterminant is

0 (., 4, Je 1 cosé, —e ! gink 24,
1% ¥ 2 2 2 1 . . .
= . = e en dit is steeds Z 0. Kies
? (6,1,6,27 e£1 siné,2 ea‘} cos(‘l,2

a = (0,0) en b = (0,27r), dan is f(a) = (1,0 en £(b) = (1,0) dus £(b) +
- f(a) = 0. Zou nu gelden 0 = f(b) ~ f(a) = A?),,(b-a), waarin A.. de

Tunctionaaloperator in a + 9Yb~a) ig, dan zou de functionasloperator
daar niet eeneenduidig zijn, dus de functionaalderterminant daar = O,
hetgeen onmogelijk is. '

et dezelfde methode als zo&ven voor de middelwaardestelling is
toegepast, kunnen we nu 00k een formule van Taylor afleiden voor funce
ties van meer veranderlijken. We beperken ons daarbij tot twee veran-—
derlijken.
(41.11) (Formule van Taylor voor functies van twee veranderliijken) Als

van ¢ (x) = 1{9("&1, 5,2) voor alle punten tussen a en y alle partigle
afgeleiden van de (k+'l)e orde bestaan en continu zijn, geldt voor een
Hmet 0 < T <13

i e, ) - .

1=0 J:O

Lt 5 (=), ot pmay)) o '
¥ “(‘E’J‘-TTT‘% GUKS 5 31,3 B;ﬁk*}ﬂ‘i 2Ty mety ) T 00ty K 1,
B 1972

Bewijs: e stellen weer g(A) = a +A (y;a) en 7( (N) = ga(g( A
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Te zullen bewijzens *—Zx%-;—\——)- Z% (1 2’ cﬁaﬁag?g—-a)) (’21-—0‘1)3(’)2—-"&)1"3‘
1962

voor O € 1 < k+1. Door dit te substitueren in de formule van Taylor voor
k
. . K d
de functie (N\) in de volgende vorms ¥ (1) = .Y
X (0 =5 SEQ
1 ax ()

(k777 G vindt men dan direct de gevraagde formule. We passen

-+

volledigé inductie naar i toe. Voor i = 0 is het duidelijk. Stel dat

i+1 i .
- d?\g/(;\) = E%i‘ (2 a‘,(?\)) =

het voor 1 bewezen is, dan is

Log 2 g A-a))
_ i a+ y—a.
_JZ,;(J.) 9215 51_3 ((31

Sia PRA G PR P

.f‘ L Bi+1 Cp(a+«\(y_.a)) , J i+1_j
2 (.) (N, ~& )9 (N ~¥,) =
+3?=o 3 aégb >EL Rt DA PP

izt . 1+1 N (v . R
= 3‘:::1 <j-]:1) Y 3§3a1+1(§ e (nq=5p)7 (72"0(2)“1+ s

(.L D]_—H A _ . i ed

1+] '+1 >1+1 (a+\(—a))
- o5 O SR E O

; 1413 i
) ('22—0{2) 3 omdat (J) +

s () = (T voor 1 €<t en (5) = (FhD en (D = (31D,

’ We merken op, dat in het rechterlid van de formule van Taylor de 1®

term formeel geschreven kan Worden als
((")1—0(1) ——5—{— + (72 of ) (.)é LP (0(1,0(2). Door dit volgens de

D >3'< 9 _yi-3

binomisalformule van Newton te ontwikkelen en voor ( ’Z) 3{
2
Ji

;, vinden we de juiste uitdrukiting

M5 g

Opgave 155, Ontwikkel e 1 Z en 1he in reeksen van Taylor in (0,0).
Onder een sector S (met top 0) verstaan we een verzameling in R

dusdanig, dat als x € S dan A x € S voor alle A » 0, Een functie c‘o (x)

die gedefinieerd is in een sector heet homogeen van de graad als voor

te schrijven

alle x in de definitieverzameling en alle A > 0 geldt cf’()x) = N\ CP(X).

Hierin kan *g/xeen willekeurig re€el getal zijn, Zo is b.v.
<

f
1 <L ¢ o
éf sin —-2—-12- - é?é; log(1 + —(51-) homogeen van de graad -
N 2



(%1,12) (Stelling van Euler) Als PLX) homogeen van de g,raad 2/ en to-

JC)
taal differentieerbaar 1s, geldt 2_ %—% : cf’(X)

Bewljs: Neem g(A )= Ax voor A > 0, dan is x A de functionaalope-

rator van g(}\) Pas nu de kettingregel toe op A ( A)= la (Ax), da
komt er 3 7“% 2—%1239» 5 . Aan de andere kant is X (/)= Q’(RXL
d A

= AX gﬂ(x), dus M J/ '\3/’ P (x) Door dit gelijk- te stellen en

d N
N\ =1 te kiezen vinden we de gezochte formule,

(41.13) (Omkerlng van de stel;Ling van Euler) Als S’ (x) gedefinieerd

x)
is in een sector, totaal differentieerbaar is, en als Z ‘?&%*5
é=1

=6, { (x), dan 1is P(x) homogeen van de graad d/

a X (A

Bewijs: Evenals in het vdrige bewlijs vinden we —g— =

= Z M@ﬁ_a . Verder j_s / Mﬂé {Y(P()\X

T P
'\ (A X(?I) Stel nu \// /'\) X{A} A Ki voor A > 0,

dan is d\lge\ﬂ = d)((ig\;\) A kA d/ X(/\ ) A A =0, dus Y {A) is constant,
maar "/ (l)=X (1)= {p (x), dus V/ (2)= F(x), dus.')[(l) = ;\/50(](),

qus P (Ax)= ¢ (x). |

§ 42, Omkeerstelling. Afhankelijkheid, Impliciete functies,

Als van een op een interval gedefinieerde differentieerbare functie
Y (é:) van één re&le veranderlijlke de afgeleide overal # O is, is
de functie eeneenduidig en monotoon en de omkeerfunctie is ook diffe-
rentieerbaar met afgeleide ?5%?57 {zie stellingen (18.9), blz. 73 en

(17.9), b1z.66). De bilj de functie behorende functionaaloperator is
dan ook eeneenduidig. We kunnen echter niet verwachten dat voor func-
ties van meer veranderlijken uit de eeneenduidigheid van de operator
de eeneenduldigheid van de functie volgt. Als voorbeeld nemen we de
reeds eerder beschouwde afbeelding f(x) van R, in R,, gedefinieerd
door @, ( @1,5,) =e & cosé,;L s sz(auf‘z) —e5 sin 6’1' Daar de functio-
naaldeterminant overal ¥ 0 is, is de functionaaloperator overal een-
eenduidig. De functie is echter niet eeneenduldig daar f£(& ,%,)=
=f(ﬁ1,o&+2k7r) voor alle natuurlijke k, We zullen ons voor de eeneen-
duidigheid tot de omgeving van een punt moeten beperken. Verder we-
ten we al, dat we alleen afbeeldingen tussen twee verzamelingen in
‘ruimten van dézelfde dimensie behoeven te beschouwen.

(42.1) Laat f(x) een afbeelding zijn van een deelverzameling van R,
in Rn’ die in een omgeving van het punt a gedefinieerd en totaal dif-
ferentieerbaar is met eeneenduidige functionaaloperator. Als f(a)=b,
dan is er een omgeving van b die geheel door de afbeelding overdekt
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wordt (d.w.z. biJ iedere y in die omgeving is er een x te vinden zodat

f(x)=y). Verder kan er in die omgeving van b een functie g(y) gede-

finleerd worden die totaal differentieerbaar is in b en zodat f(g(y))=y.
Bewijs: We beschouwen eerst het speclale geval, dat a=b=0 en dat

de functionaaloperator van f(x) in 0 de identieke operator is. Dan is

f(x)=x+)x\e(xa5). Er is een<« > 0 te kiezen zodat voor )x]f; x geldt

| e(x—=T)|<%. Noem B de verzameling der punten x waarvoor geldt \xl= & ,

Er is een /3> O te vinden zodat voor | yl<£ 3 en f(x)=y geldt |xlfet .

Als dit n.l. niet zo is, is er een rij y_ met lim y =0 en f(x )=y
n Mo U0 n’ ’n

en txn}= K 3 omdat B compact is kan ult de rij X, dan een convergan-

te deelrij genomen worden met limiet x!', waarvoor ook |x'l= ol geldt;
uit de continulteit van f volgt dan dat f£(x')=0 dus 0=)f(x')] = lx'] +
-lxf le(x')2 % ot , hetgeen onmogelijk i1s. Beschouw nu d/ =1 /2, dan
is bij iedere y met |y| < J een x met | x| £ &K te vinden zodat f(x)=y.
Kies een vaste y met |yl <'§ en beschouw de functie \f(x)-—y\ als func-
tie van x. Deze is reéel, continu en gedefinieerd op de compacte ver-
zameling D der punten x, waarvoor }xi 4 ek en heeft dus een minimum
(zie stelling (13.3), blz. 48)., Dit minimum kan evenwel niet voor een
punt x met |x|= & aangenomen worden, want daarvoor is \f(x)-yl=z|f(x)] +
~}Y‘>[B -y J en |\ £(0)-yl=ly{4 J - Laat ¢ een minimum zijn, dan is
lcl © «  en een hele omgeving van ¢ ligt binnen D. Stel nu dat
]f(c)-y\z/!/t} 0. In ¢ is f(x) totaal differentieerbaar met eeneen-
duidige operator C, dus f(x)=f(c)+C(x—c)+i?c-c{cl(x-+ c), dus f(x)-y=
=f(c)—y+c(x-c)+\x—c!el(x—*c). Omdat C eeneenduidig is is er een z te
vinden zodat C(z-c)=y-f(c), dan is z#c en voor N> 0,A <1 en A in een
voldoend kleine omgeving van O valt x=c+ A\{z-c¢) binnen D. Voor zo'n
x 1is dan £(x)-y=(f(c)-y)(1-A)+A \z-c) el(x —c), dus
MmL|f(x)=y & m(1-A)+ Nl z-c] }el(x«c)} , dus 0<m £ \z-cl lel(x—m)} .
Dit is echter onmogelijk want voor A — 0 geldt x—»c dus
yz-c) lel(x~>c)l~>0. Dus is =0 en f(c)=y. Nemen we nu bij iedere
vy met |yl £ ypde zo gevonden ¢ als functie van y, dus c=g(y), dan is
f(g(y))=y en | g(y)| £ . Verder is y=f(g(y))=g(y)+\e(¥)| e(g(y)~0),
maar |e(g(y)-=>0)|¢ 3, dus lyl= lg(y)l -3 la(y)| =2 \a(y)|, dus als y =T,
dan g(y)—=0, dus g(y) is continu in 0. Dus e(g(y)*ﬁ'):eg(y—f@') en
e(7)=y-lg(y)l ex(y20)= y+iyl (- 55 ep(y+0))=y+ 1yl e5(y=0), want

lg%%{)—]-_é& Dus is g(y) totaal differentieerbaar in O met als functio-
naaloperator de identieke operator, Nu bewijzen we de stelling in het
algemene geval, Noem dan h(x):f(A"lx-z-a)—b, dan is h(0)=0. Verder is
h(x) in een omgeving van O gedefinieerd want bij een £ > 0 is wegens
de continuTteit van A™1 een & > 0 te vinden zodat uit 1x1< S volgt
\A—lxl Z £ dus )(A'lx+a)—a[«£ & 1is. Verder is volgens de kettingre-
gel h(x) totaal differentieerbaar met eeneenduidige operator, In 0O
is de operator AA"1=I‘. Op h(x) kunnen we dus het reeds bewezen deel
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van de stelling toepassen enb een functie k(y) vinden, gedefinieerd in
een omgeving van O zodat k(0)=0, h{k(y))=y en k(y) totaal differen-.
tieerbaar is in O met als operator de _identieke operator. Dus
y=h(k(y))=f(A"1k(y)+a)—b. Definieer nu g(y):A'lk(y—b)+a, dan is g(b)=a
en g(y) gedefinieerd in een omgeving vén b en totaal differentieer-
baar met operator A-l. Verder is f(g(y))=f(A"lk(y—b)+a)=y~b+b=y. Daar-
mee 1s de stelling volledig bewezen, ‘
(42.2) Laat f(x) een afbeelding zijn van een deelverzameling van R, in
Rn’ die in een omgeving van het punt a totaal differentieerbaar is en
waarvan de parti&le afgeleiden van de eerste orde in a continu zijn.
Als in a de functionaaldeterminant-% 0 is, is er een omgeving van a
te vinden, waarbinnen f(x) eeneenduidig is,

Bewijs: Laat (p,,...,qam de componenten van £ zijn. Vorm voor een
n-tal punten x!,,.,,x" in de gegeven omgeving van a de volgende deter-
minant (de componenten van X noemen we éi‘,.,.,zi )

s agid g
o L :
A (x5 )= f ‘ A
- z

Er is nu een omgeving van a te vinden, zodat als alle x’,.a,xn in die
omgeving liggen, A (x!',...,x")# 0 is, Als dat n.l. niet zo is, kunnen
we x*,...,xn tot a laten naderen, dusdanig dat daarbi] steeds

A Qx‘,...,xé):@. Bij limietovergang gaat dit wegens de continulteit
‘van de parti&le afgeleiden over in de functionaaldeterminant van f in
a, hetgeen ommogelijk is, daar deze laatste # O is, Als er in de
laatstgevonden omgeving van a twee punten x en y zijn, waarvoor
f(x)=f(y), dus ¢, (x)= €. (y) voor i=1,..,,n, dan is volgens de mid-
delwaardestelling, toegepast op ; een punt xi tussen x en y te

vinden zodat 0= (f; (x)- @: (v)= E%éx ) f, 77._4 voor i=1l,...,n.

omdat A (x1,...,x)#£ 0, is dit alleen mogelljk als 5. ﬁ =0 voor
j=1,...sn, dus x=y. Dus f(x) is _eeneenduidig.

Uit (42.1) en (42.2) samen volgt
(42.%) (Omkeerstelling) Laat f(x) een afbeelding zijn van een deelver-
zameling van Rn in Rn, die in een omgeving van het punt a gedefinieerd
en totaal differentieerbaar 1s met eeneenduldige functionaaloperator en
waarvan alle parti&le afgeleiden van de eerste orde in a continu zijn,




Errata bij blz, 164 van de syllabus analyse:

_1__‘_)_. De stelling (41.9) en het bewijs ervan gelieve men als volgt te wij-
zigens »

(41.9) Als van (p( 5_.1,... R an) alle partiéle afgeleiden van de k® orde
bestaan en continu zijn in een omgeving van ( X qreces o(n), dan is in
dle omgeving LPM,...,/(,LK(év (R an) = Q... uk( 6"1""’ a’n)'
als ,,/LH yoeuy 'Mk BN ¥ ygeeey vV X door permutatie uit elkaar ontstaan en
wvatuurlijke getallen zijn < n,

Bewijs: De partiéle afgeleiden van lagere dan de k€ orde zijn ook
continu in een omgeving van ( & ERLEE A n); voor orde n<k bewlijzen we
dit door inductie naar n-k, immers een dergelijke partiéle afgeleide is
dan wegens (41,3) totaal differentieerbaar, dus continu, We bewijzen de
stelling nu door volledige inductie naar k., Voor k=1 is er niets te be-
wijzen, Stel dat het voor k bewezen is en laat Mpgeees /,,.ukﬂ en

V1,..., Vk+1 door permutatie uit elkaar ontstaan zijn, Noem/akﬂ =1
en Vk+1 = j. Als i=j, dan ontstaan STERERE My €0 Pyseaes Py ook uit
elkaar door permutatie, dus volgens inductie is

(P/“‘l"' /uk(&—],...y an) = (PV1. - (&1,...,5\,,11) in een omgeving

k
‘-Van(O(.],...,aO(n), du.S LP/(A,}..,/M,k_F_I(&‘ly...’ &n)z
=(Pv1l'l Vk+1€

év‘.:,,.&n) in een omgeving van (X qreces Okn). Stel
nu i £ j, dan komt in PN ergens .j voor, Voer een permutatie uit,
SApreens My
zodat deze achteraan komt te staan: }\1,..., A ket1r9e I P qye.., P

° &

komt ergens 1 voor, dus is )1,..., ;\k-“l’i een permutatie van
Vgseees V ok Dan is volgens inductieveronderstelling '

’(10/“1.“/“1{( &1,..., c‘,‘,n) = (p Agere 7\1{*13(&1""’ ﬁ,n) in een om~

gevingvan(oﬁ1,...,o<n) en LPV V’k(&']’.." fl,n)"-'

- LP;\T"' ;\k-1i( 5-)1"“’ an) in een omgeving van (0£1,..., o(n).

We passen nu (41,8) toe op de functie L ﬂ1°u" ’/‘\k 1(& qr0eey Z*n)’ op-

e @ @

gevat als functie van ai en a., dan volgt daaruit

‘P?\-]t.o ﬂk_,]ji(&‘{"'"an 2(19}1000 }\k~1ij(£’1’..', éﬂn) in een
omgeving van ( 0‘1,...,0( n)’ dus LP//‘1D#O//‘R+1(&1"’., &n) =
- (& €.) in den omgevi ( )
—OCPVT"' e | 1revey n n een omgeving van 1,...,Okn.
2. De formulering van stelling (41.11) gelieve men als volgt te wijzigent
(41,11) (Formule van Taylor Voor functies van twee veranderlijken) Als
van ¥ (x) = (p( 2,1 . 8,2) in een omgeving van a alle partile afgeleiden

van de (k+1)= orde bestaan en continu zijn en als ¥ in die omgeving van a
ligt, geldt voor een 3met 0 < 3° <1 A
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Als f(a)=b, dan is er een omgeving van a, waar f eeneenduldig 15 en

de bijbehorende omkeerfunctie g(y) van f in een hele omgeving van b
gedefinieerd en totaal differentieerbaar is met een functionaalopera-
tor, die de inverse is van die van f in het overeenkomstige punt.
Verder zijn alle parti&le afgeleiden van de eerste orde van g continu
in die punten, die overeenkomen met punten waar alle partié&le afgelei-
den van de eerste orde van f continu zijn,

Bewijs:We beperken de definitieverzameling van f tot een (volgens
(42.2) bpestaande) omgeving van a, waar f(x) eeneenduidig is. Volgens
(42.1) overdekt het beeld van f een hele omgeving van b. Bij ieder
punt van die omgeving van b kunnen we volgehs de methode van (42.1)
een functie g(y) maken, die in dat punt totaal differenticerbaar is.
Wegens de eeneenduidigheid van f(zx) moet dit echter steeds dezelfde
functie g(y) zijn. Deze functie g(y) is dus de omkeerfunctie van f£(x)
en in een hele omgeving van b totaal differentieerbaar., De eventuele
continuiteit van parti&le afgeleiden van g volgt uit het felt dat de
functionaalmarix van g in een punt #£ntgtant door inverteren van
de functionaalmatrix van f in het overeenkomstige punt, zodat de per-
ti€le afgeleiden van g gebﬁbken rationale functies van de partié&le
afgeleiden van £ zijn.

Als dus 7?1 E,,... %),...,C?r)(é, seees ; ) voldoen aan de voor-
waarden van (42.3) in een omgeving van (&, ,...x.) en Lf/ X, yenes )=
ﬂ (j=1,...,n) dan zijn er in de omgeving van ( ,...,ﬁhj) functies
W) see s ) s eees Y (), 5eees),) gedeflnleerd, zodat
Gy (P s Ny deees § :7,,.. 7,7))—13 l,...,n) en
Vﬂ ((f/(é ,,...,é. ) I qzj grj))— é (1 l,...,n). De par-

tigle afgeleiden van de functles VQ zijn te vinden door inverteren
van de functionaalmatrix der - of door op de betrekkingen Q
= 4j &P (V% seees Ny ),..., l t? )) de kettingregel toe te
passen en de partié&le afgelewde der y) er ult op te lossen.
Opgave 156. In de omgeving van welke punten (@ y/) is VZ = (O cos W
’]Z= @ sin V/ omkeerbaar? Bepaal de parti&le afgeleiden van (’ en k%y
naar Q en 17&

We beschouwen nu m re&le functies van n re&le veranderlijken
gﬁ ( é/’°"’§n)""’ & é,""’ gn) die totaal differentieerbaar
zijn., In een bepaald punt a heeft de functionaalmatrix een rang K.
Nu behoeft, zelfs als de parti&le afgeleiden continu zijn, de rang in
de omgeving van a niet k te zijn, want weliswaar blijft een determinant
die in a ongelijk aan nul is, dat dan ook in een omgeving van a, maar
een determinant van orde :) k, die in a gelijk aan nul is, kan in een
omgeving van a verder ongelljk aan nul zijn: de rang kan hoger dan k
zljn. We noemen een pun%¥ a reguller, als de parti€le afgeleiden van
de eerste orde in een omgeving van a gedefinieerd en in a continu
zljn en er een omgeving van a bestaat, waar de rang van de functionaal-
matrix constant is ( deze rang noemen we de rang van het reguliere punt);
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andere punten heten singuliere punten., We beperken ons tot de be-

schouwing van omgevingen van reguliere punten., Stel dat a een regulier
punt van rang k is, en stel dat

D( ij,..,,if’k)
~——— # 0. Noe s (¢, 5 000,0X, )= +(j=1,...,m). We voeren
a(%[:o--;ék) Om%'j ! /85

nu een stelsel van n functices \%J/(él,...,g ),...,y/n(él,...,én)

in gedefinieerd door \//, (gl s e fﬁ):sﬁ,(é ,...t:gn),...,}bk( é ,..,,ih):
=‘fk(§1,...,§h),%,“ (é/,.. ; §= gkw "'f’%ﬁ(g; ,...,éh)=§ln.

Van dit stelsel is de functionaaldeterminant

D (&, %)
‘ /D(gl gk)
7{, (él, én)’ n(é, ,...,37,)) te vinden, gedefinieerd in een
omgeving van (/}‘ e B X, see.s0¢, ) zodat ¥, (K/((\;"""t)t")’
'--’7&(%:"--’% )= ci(jl ...,n) en .
>§ (&/;,(g', T 0 P ¥ g >)=§ (1=1,...,n), dus
cees ),..4,%(§ é_)y j=1, ,k) en

7< év seans C'-M) 3(J—lﬁ-l ...,n), dus : | ‘
SQEZ . d\\),‘.'., K C\]_’""CN)’ C.,K_H,-.L,C;',h)=dw‘)(.j:i,dc-,k)~

Dus als J=k+1l,...,n geldt 0 =1 als i=j en =0 als i# j. Vorm nu

de functies w‘(t?l,...,t,n),.é’.‘.,wm(t” ,...,%n), gedefinieerd in een
omgeving van (/5‘,...,/5 D(kw"’ O/n) doorw(é.,...,tm):

_LPI ){(C) Xh(é,,.. %n (3=1,...,m). Dan 1is dus

J ,,...% )= Q (Jl ., k) en(,«_)3§ t, )=

= ¢ (A, (S én):-- )(k %:--.,é”) t,.ﬂ,,...,§ ) (J=k+1,...,m).
'Hierult volgt dat voor j=1l,...,k geldt ——-T——I =1 als i=J en =0 als i#j.
Dus voor r=k+l,...,m en s=k+l,...,n geldt IS _36_),‘ &) O

(S, R E) 05
Op grond van de kettlglgr’egel geldt 73——2— §‘ —;5&?»— %éé-— . Voor

nA

£ 0. Volgens (42.3) ie er een stelsel functies

i=1,...,k wordt dit > Dj%;; /%)g”‘ en voor i=k+l,...,n wordt dit
.S . ISy “Sm 0 Iy W,
>‘ —/-D—(EJ— /D + % | Op grond hiervan geldt w23 Crator)

oEa

m D o( )
O ey (’(k"¢ ) % RIOFERY.IIN.O; Omdat de func%i/)onaglggt)r*%s}c der
/")(g,) ":’ékJ)S) ,D(glj" b tm ~< )

uE

. rang k heeft, is 2 s L) = 0, Dus —,———?— = 0 voor
% D{w-éwé, D& s
r=k+l,..,,m en s=k+l1, ,n, Dus voor Jj=k+l,...,m kunnen we schrijven

w é v &7 )-‘ é .,ék . Vullen we nu t,,—_-.
= ,;(%,:'- «f” g‘n \} i ,...,é,)) in, dan komt er

... 2o ))=
Son(y, (L., ),...,Lp‘(’g ,

b I n

. ..’E: e e s é, §h ‘,X")( ¢‘(§,:'o‘, g"l)’
Ry n( ',,...,gn)))s 50] g‘, gh . In een omgeving van

(Q(‘,...,D(r)) en voor j=k+l,...,n geldt dus (% seevs )=

G e flE )
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e zeggen dat een functie 59 { ;,...,gn) afhankeliik is wvan de
functies (/l ( %CJ ,...,gh),...,(pk(gl ,..;,é:,.l ) als er een functie
G ( c, ?"'1§k) bestaat, zodat geldt (¥ (él ".'”gh )=
= Q‘('(ﬁ}(gl y e e, fh),».,,(&(é‘ ,...,é’n))a We hebben dus de volgende
stelling gevonden: , i
(42.4) Als voor het stelsel functies ¢ (f},...,gn),...,goh( é;"“’w

het punt (X, ,...,X,) een regulier punt van rang k is en
DK?[?' <5 PR

/D(éw' . s %Q

voor j=k+1,...,m geldt dat ‘fJ ( é,""’ {h) afhankelijk zijn van
Wg,,...,g >""""9’k(5~“"§m>'
Het omgekeerde van (42.4) is triviaal want als (;ﬂ ( ?/ yoooy éh):
| .0
Ty gi,;..,gh),,u,%@/ yerei£,)), dan is —5—?— -
t

ko
= QT ¥m dus de funttionaalmatrix van & ,..., (f ' 5/
o0y, - DE, T ! &
=/ [AR] !

heef? een rang < k+1.
Opgave 157. Onderzoek de afhankelijkheid van t/, (E,%J:
=0082( 5, +§z )+COSQ§(,+0052 éz en (Pz((i,élkcosélcos ;cos(£1+éz) .

Men bedenke wel dat (42.4) in een singulier punt niet behoeft te
geldens Zo heeft van het stelsel CF/ ( g/ , ég )= g, . %_“( é‘, ’ %z )= &i
de functionaalmatrix in (0,0) rang 1, maar ¥, is ten duideli jkste
onafhankelijk van G . .

We nemen weer (/, (£ ji.e, é"),...’,som( é’ goony én) en veronder-—
stellen nu dat a een regulier punt van rang m is, d.w.z. de partié&le

# 0, dan is er een omgeving van (&, ,+..,0¢,), waar

1l

afgeleiden van de eerste orde zijn in een omgeving van a gedefinieerd
en in a continu en in a heeft de functionaalmatrix rang m. Stel verder

PSS .
_ /4 0. Noem weer "‘(04,---,D<)= ._(321’._.’111).@,6
D(él)"" ’ﬁm) qJ ) h ﬁ')

kunnen de gm EEERP §n als bijkomstige parameters opvatten en voor

iedere waarde van dit stelsel parameters de omkeerstelling toepassen

op de functies opgevat als functies van él yoooy ém. De gevonden om-
keerfuncties hangen dan ook van de parameters af. Het nadeel van deze
methode is, dat we er dan niets over kunnen zeggen, hoe ze van deze
parameters afhangen. We passen daarom liever de boven beschreven kunst-
greep toe, nu voor k=m en vinden functies '

X, (<, ,...,%n),..., ){n(f?’ goosg %n), gedefinieerd in ecen omgeving van
(4’5,,-..,/3,,,,,o(m”,.-,,o(n), zodat (i ( ,<SC/""!ér))”"th(é,""'éﬂ))':
= gj(jﬂ,...,m) en 2(3 (é/,...,(gn): + (j=m+1,...,n), dus

(fJ ( ;}i/(él !""’é"))""’xhﬂ(é/ ’...’éh-})'ém“’”.’§”>= é:) (j:‘l,...,m).
Verder is 7{3(%( g: ,..,,gn),..., ?m(é, reeeiEn ) ’m‘,...,gh): |
= 55(j=1,...,m). Dus |
(42.5) Als voor het stelsel functies % (é',...‘,én),...,fﬂm(fl,...,g )

™
het punt (X, yoesy X, ) een regulier punt van rang m is,

D/Sﬁz""'}@m) . . . .
‘ » fé' ‘(O(,o-.,o(n)z .( 31,.0., ), a s
a(f,""véh,\ e % ‘ ﬁ) J m an zijn er
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m functies X, (C,‘,...,C, & ﬂ,..‘,a )""'X»n(d’z""’c’w&mu’ A8,
gedeflnleerd en totaal differentieerbaar in eeh omgeving van
(e s M“,...,o( ), zodat $; (7%, (C N C a ,...,Z)
...,Q(M(c‘,...,cw,a e &, &.M,,...;zi " dJ- (3=1,e++,m)
en f; (@, (& yeeey E)ynnny Bl s 8L, &M,...,g: )= &

(j=1y+¢s,m). De functionaalmatrix der X‘ wordt gevonden door de matrix

te inverteren en hiervan de eerste m rijen te nemen.

Om de partig€le afgeleiden der )( te vinden kunnen we 00k de be~
trekklngenC =, (%, (__”,..., ,&%H,‘..,é\.) ...,R/ AN ci ...,&M),
&ml,...,f‘ ) met de kettingregel differentiéren en de partiéle afge-
leiden der )( uit een stelsel lineaire vergelijkingen op te lossen.

Als voorbeeld beschouwen we één functie (P (ﬁ‘,ﬁl), gedefinieerd

en tdtaal differentieerbaar in een omgeving van (o<, ,ua_), zodat %—52——&
P . . P ICHL Y , ‘
n in (&(,,& )continu zijn en 1222l £ 0, Verder zij
DL, 11 . 9 &,

@ (e, 04)= /3 . Dan is er in een omgeving van (A4 ,%,) een functie

X (& ,£&,) te vinden, zodat P A4, &)y & en?\((,@(a\,¢> &) 5:
D

e matrix

d3Q 0P 1 - 3
3“’*1 3({,1 heeft als inverse %%‘ ﬁTf | , dus -—%L =
0 1 0 1 .

= .!_.:! ( hetgeen een reeds bekend resultaat is, want als f.z constant
3,
is, hebben we het geval van één functie van één veranderlijke) en
3
= - ——?;;‘- « Door de kettingregel toe te passen vinden we
'

1= 20 2X en 0= Ch i .29
%S, ¢ 2¢, Q&, o8, "

X
o€,
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Opgave 158, Laat v, = é‘cos &l cosﬁ) en M, = 5.1 sin az cos c‘:} zijn.
Onderzoek welke punten regulier en welke singulier zijn. Als in de omge-
ving van een punt & en £ opgelost kunnen worden als functies van "), ,
\f)l s (i, sbereken dan de partiele afgeleiden van é‘: en f. naar "P) N, en

.

3
Opgave 159. Laat een functie ¥ (7,, M, ) gegeven zijn, waarvan de par-

tigle afgeleiden van de tweede orde bestaan en contlnu zijn en stel ver-

derY)1-€cosW//' en M,= ¢sin . Druk A ¢ = ?3 ;’IP + :g y)gaz uit in

de parti&le afgeleiden van (F ( c3 cos Y, e snﬂ,b‘ naar @ en Y.
Opgave 160. Laat een functie Sd (‘r), s ’Qa, )2‘ gegeven zijn, waarvan de
partigle afgeleiden van de tweede orde bestaan en continu zijn en stel
verder 7?1 Pcosg"cos% Nn,= @ cosgﬁSJ.n’sV My = @ 8in ?9/’ Druk
__/#\LP:__’a“Lp N 3“ R
0 ’Y?! 77:. 4 773
(p @ cos ,9"(303\/, © cos 19/‘51n’>1/ e s:m%/‘) naar @ , 7" en ’)0
(Aanwijzing: probeer van het resultaat van opgave 159 gebruik te maken.)
Laat ¢, (é:,,..., f )svees Pon (ﬁ see.sb,,) totaal differentieer-
baar zijn en (,,..., o(,,,,) een regulier punt van rang m zijn, zodat

P (ysennsd)=0,0ees @ (0 5e..s d,)=0 en laat Es(fz,,- -‘.,,,52,.4)740

ult in de partiéle afgeleiden van

zijn. Volgens (42.5) zijn er dan m functies

e
X\(Cl""’c“%’lﬂma—["",d"’\),.’.’ XW(C’,,.'.56/”’64'“'?"’...35"”),
gedefinieerd en totaal differentieerbaar in een omgeving van
(050050, & 5., k,) zodat

cpJ<7(<(;,...,Cm,a AU S VRS G (AN OPRUN AN SRR B

At ) ! m
Gmarr + o3 G )= G (3=1,...,m) en
X (o Eeeis 800l &, ...,a VoboprseesG)= 6 (3=1, 00 m).
;Stellen we nu '% (émﬂ,...,&.m) }{/ o0, 8 e ﬁ ), dan geldt
blijkbaar (P; (Y, (&, . ..., 8,),. (&m“,...,am),&w“,...,éfm )=
0(j=1,...,m) en voor een punt (vll yesus “’2..«) in een omgeving van
(o, 5..0500..), Waarvoor geldt P, (V\,,...,Y)M) =0 (j=1,...,m), geldt ook
% (’Ylm«\«""’nm): 'V]J j=1,...,m). De functies Y, ,..., Y. geven dus
voor de punten in een omgeving van ( X, ,..., &, ) Juist een beeld van
de punten waar (f, =...= ), =0. We zeggen, dat door (&\,,...,&m)=
%\M(a" seees é: )=0 de ¢, ',...,a impliciet bepaald zijn als
functles van &,,M,f. Seeos <f~ en dat de expliciete functies
d'="/’} gy 3o é: ),...,5\ '\/’(5‘;,“.,..., ) gevenden zijn door uit
de vergelijkingen ¢, (&,,.. E)=0, gﬁ,,,,(d, seee Z: }=0 de (:,,...,&
op te lossen, De parti&le afgeleiden der functies % worden gevonden
als in (42.5). Dit geeft ons de volgende stelling.
(42.6) (Hoofdstelling over impliciete functies.) Als voor het stelsel
functies @, ( &uuves &), e (& ,uelu &) het punt (&, ..., o)
een regulier punt van rang m is, 2L 3@m) £ o ep

D(&,;. ¢ 0‘| A
ij (K, 5eees e )=0 (3=1,...,m) dan zijn er m functles

v, (Epsrservs & )seen Yol &psenis€), gedefinieerd en totaal

Mgl
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differentieerbaar in een omgeving van ( Xyenes &), zodat

O (W (€ o) s Y& €)oo s B0)=0 (321, m)
en zodat er een omgeving van (4:,9([,. .o o(m) bestaat waarbinnen voor ieder
punt yeees N ) met Py ( seees N )=0 (j=1,...,m) geldt
V- (quj\:ﬂ,...,yl?: )= m%( J=:i.‘...,m) E;ffdmj_ommda«\/j wordt ge-
voﬁlden door dezelfde matrix als vermeld in (42.5) te inverteren en van
de geinverteerde mafrix de eerste m rijen en de laatste n-m kolommen
te nemen,

Het eenvoudigste voorbeeld betreft één functile (P ((i,, ék) van
twee veranderlijken die totaal differentieerbaar is. Laat (&, , o)
een punt zijn, waar Lf ( X, o(l)=o en waar %—‘2— continu en #0 is.
Dan is er een functie '\// (c‘:z) gedefinieerd en totaal differentieerbaar
in een omgeving van &, zodat (p (")/f (éz), 2,1)=O en gzodat er een omge-
ving van ( &,, o,) bestaat waarbinnen voor ieder punt (%, , M ) met

p ( s )=0 geldt Y( )= , » Verder is
P, mw P )= 7

9_\}-’{ _ _ _9&

a &, 29 2

. 9,

Opgave 161. Als c‘,\\\ log(sin (f,, az)r_—tg ea'éa , bepaal dan -g—é:-i— , als
hierin a !

) als functie van &, beschouwd wordft.

%43. Maxima en minima van functies van meef veranderlijken.

We zeggen dat (P ( a.,-‘-u é:MI een relatief maximum (resp. relatief
minimum) in (X, ,..:, o, ) heeft, als er een omgeving van ( X, seens R, )
bestaat, waarin ¢ ( & seees &lm)é’: 2 (o, suue, X,) (resp.

o ( é RN P @ (&, ..., 0,)). Uit de overeenkomstige stelling voor
pfuncties van één veranderlijke (zie (18.4)) volgt direct:
(43.1) Als tp ( él yeeas &M) in (of,s...,a,,) totaal differentieerbaar
!s en daar een relatief maximum of een relatief minimum heeft,geldt
af—P(.Q‘H"‘ﬁO(m)_ _9%[“:5"'1“4«) -0
5T =aee= > E =0.

Evenals bij functies van één veranderlijke (zie § 2l), kunnen we
nadere bepalingen voor relatieve maxima en minima vinden door afgeleilden
van htgere dan de eerste orde in de beschouwing te betrekken. Wij be-
handelen hiervan slechts één geval:

(43.2) Als van ¢ (&3 s é‘_z) alle parti8le afgeleiden van de tweede orde

in een omgeving van ( B, o, ) bestaan en continu zijn en J gp}){oé;, » o%a) =
O (X, 4 g.) -0, ( D o, woty) )2_ 02 [, g ola ) aqu(o(”:,('l) £ 0
95, DE, vé . D é 1 IR
SR 0L L0atu) 50 (vesp. < 0) dan heefs P (&, &) een relatief

minimum (resp. relatief maximum) in (o(,, ot,).

Bewijs: Volgens de stelling van Taylor (41.11) geldt
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o+ TYE, ~a<’),a'<*z LAl

a.,a -go(d.,ow)=§T(@2

DL
ae: B&z
. a"‘(p (o, + D& - oggzo(a—ﬂaﬁ(di;—oﬁ.)) (az“ 012)2). Wegens de conti-

nuiteit van de partléle afgeleiden van de tweede orde zijn de gegeven

ongelijkheden, die voor deze partigle afgeleiden gelden ook in een om-

geving van (X, , o) geldig. Uit p ;éo en o e’t/\o volgt

Q’V(\»zvoJr'z—C.* o ( 77+?—C, Ql:?———ci )> 0 dan wel<O0

naar gelang ©>0 dan wel < O is, Daarult volgt Ol’lmj.ddelllijk dat

&2 ( a,, ‘:a)" ?0 A, A, )20 dan wel &£ O is nhar gelang 2l Cpa(:';dl) >0

dan wel £ O 1s. Daarmee is het gevraagde bewezen, !

O plx, o ta) y2_ DV (ot , xa) Pl ay)
D€, d&, aak J £y

men makkelljk bewijzen dat er in ( «, O(a) geen maximum of minimum is,

Als ( >0 1is, kan

Als het =0 is kan nog niets geconcludeerd worden. C.:Z_'_&l
Opgave 162, Bepaal de relatieve maxima en minima van e

We vragen nu naar relatieve maxima en minima van een functie
¢ (a,,...,ﬁ ), waarbij we ons beperken tot die punten (&, seens &)
die voldoen aan de bijvoorwaarden 2 ( C:Q Y eeas £ =0, “"Zk (a, e c‘i,,,\):Oo
Bijvoorbeeld kan gevraagd zijn het minimum te zoeken van de functle
(P &,, &1 =(d, -1) +E‘n onder de bljvoorwaardex 5,' s f. f -4 5,
(meetkundig: de kortste afstand van het punt (1,0) tot de parabool é:’;
=4 é., ). Men zou dit kunnen oplossen door uit de bijvoorwaarde b.v. £,
op te lossen en deze in de functie te substitueren en zo een probleem
zonder bijvoorwaarden te krijgen. Dit kan echter in het algemeenh alleen
als ——Z—— #0 is. Lost men zo in het voorbeeld é, 200> dan krijgt men na
lsubstitutie (& =) +4£. =( é: +’t) en dit heeft een minimum bi}] 6\, -1;
daar 1s echter geen E, biJ te vinden zodat aan de bijvoorwaarde voldaan
is. Hadden we evenwel 5-., opgelost dan was er na substitutie
(—,'7' f\aﬁl ~1)2 & (—— 5‘1 4 "l) gekomen en dit heeft een minimum bij é: =0,
dat het punt (O 0) geeft, dat we in eerste aanleg niet gevonden hadden.
Nu is in (0,0) inderdaad ——535%— =0.

Met de methode der mult?ﬁplicator’en van Lagrange kan de moeilljk-
held verschillende oplossingen te moeten proberen, omzeild worden,
(43.3) Als (X, ,..., ®,.) een regulier punt van rang k is van de totaal
differentieerbare functies 7{ (ﬁ, a ),.. (é‘., ...,d,‘,) en

Y (¢ s ,E, ) totaal dlffer‘entleerbaar is in ( X\ ,...,0l,) en daar,
als de punten (ﬁ,,.,., a ) beperkt worden tot de punten die voldoen
aan;{’l(&,,..., )=. ~7(k(al,...,£ )=0, een relatief minimum of
maximum heeft, dan zijn er k reele getallen /\‘ Seens ;\K te vinden, zodat

O (ol y. .. 4o 3 Al « - v s ) |

eldt 4 ( 18 12 +2___ A ¢ 3 ~ ‘ .

° SE. oy SE =0 (=1, ...,n)
Bewijs: Laa{: de nummering der veranderlijken zo gekozen zijn dat
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in (X, ,..050,) geldt g%’z":’ : g:)) # 0. Volgens (42.6) zijn er dan

k functies ¥ (aw,...,a,ﬂ),...,% (&kﬂ srens &m) zodat in een omge-
ting van (&, ,..., o, ) de punten

(V(akq.', -':£ ):o-r: ’V(£K+I;-'.,£M) ak+l"' a ) Juist de pun-
ten zijn die voldoen san X | =...=7,=0. Dan heeft de functie

@(W(ak_‘_ll"')é’h)}'o-)%(a “"a‘h) ak*’," a )een r'ela"“
tiel maximum of minimum in (o(k“,...,o( ), dus geldt daar Z 3—‘5‘— —3%:“‘)(

L XY
+ —.—9-’—- =0 {Jj=k+1,...,n). Verder geldt volgens de kettingregel
J .
f: ax. %K" + ax‘ =0 (1=1,...,k; J=k+1,...,n). Omdat

ﬁ‘(xu"'!x»c) 0
zijn er retle getallen A, ,..., \_ te vinden zodat
acé‘" e ,& ) # 2 J g / / 1oy n

CZ_E::’ Ai 37(‘ (Ofalsa: .o ’:(M) - . B(P(O(f;-e:.- )O(M) (j=1,...,k). Voor
J= k+1,0¢n’n Seldt dan : ; ;'. 97‘(a'_§€; d 'Ja‘b) =

I "

> ax (“r 3 ¢ ¢ = Jam) awx Co‘lon o - O(M\
*‘2—,, Al gy SRS SR )=

= f a%ﬂ.(‘xk-u“a‘ vy X)) ( 2___ A a Xt, (D(,; ‘J‘ * ‘JO’IM\):
)

¢ =

JE, . &
ot .
S JWH_(O‘m;:'J'-aOKm) I (Hia e oo s&m) 13‘10(°<:a-~*:0(4\)
Py an dE A ) 5”. °
Daarmee zljn de gevraagde betrekkingen bewezen.
Als men van een functie de relatieve maxima en minima onder een stel

bijvoorwaarden wil vinden, kan men proberen uit de in (43.3) vermelde n
betrekkingen en de k bijvoorwaarden de n+k onbekenden & 1reens ﬁ‘n’
21 yeues A x °P te lossen, Eventuele relatieve maxima en minima in regu-
liere punten zullen dan onder de gevonden oplossingen voorkomen.

Past men dit ‘toe op het hierboven behandelde voorbeeld, dan vindt

men 2(5,1-1) - 4A= o, 2&.2 + 21\8.2 = 0, ELS - 4&1 = O, De enige oplos~-
sing hiervep is A= - %, &, = &, = 0, Of dit werkelijk een relatief

maximum of relatief minimum is valt hieruit nog niet te concluderen.

We moeten wel bedenken, dat (4.3.3) alleen geldt voor reguliere
punten en dat het gebeuren kan, dat een relatief mimimum of relatief
maximum, dat in een singulier punt van de bijvoorwaarden valt, zo niet
gevonden wordt., Hiervan geven we een voorbeeld, Gevraagd het minimum var

de functie (&1+1)2 + '5»2 onder de bijvoorwaarde &3 &2 = 0. Dit mi-
nimum is als volgt eenvoudlg te vinden., Uit &3 &2 volgt dat a, = 0

moet zijn, Dan is &1 + 121 en (&14-1)2 + C,g_}_ 1, maar 6‘1 = 6‘2 =0

voldoet aan de bijvoorwaarde en geeft de functie de waarde 1. Dit is dus
een minimum, Past men de methode ven Lagrange toe, dan vindt men in het
geheel geen oplossing (ga dit zelf na), Inderdaad is (0,0) een singulier
punt van de bijvoorwaarde,
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Om na te gaan of een gevonden punt werkelijk een maximum of een mi-
nimum van de functie oplevert, kunnen we dikwijls met voordeel gebruik
meken van de stelling dat een continue functie, gedefinieerd op een niet-
lege compacte verzameling, een maximum en een minimum heeft (zie (12,12)
blz, 46 en (13.2) blz. 47). Nu is een deelverzameling ven een R, dan en
slechts dan compact, als zij begrensd en gesloten is (zie (12.8) blz. 451,
Verder vormen de punten, die voldoen aan de bijvoorwacrden X’1(é:1,”.,ﬁrjs
= e = X.k(é,j,..;,an) = 0, zeker een gesloten verzemeling, als de Ce-
finitieverzameling in Rn gesloten is, omdat X 'EEERE A Kk continu zijn
(zie opgave 63, bdlz, 52). Begrensd behoeft deze verzameling echter niet
te zijn. Soms kunnen we, als de verzameling onbegrensd is, dit nog onder-
vangen, als we kunnen aantonen dat de punten met grote absolute waarde
zeker niet in sammerking komen voor een maximum of een minimum,

We zullen dit toelichten aan een voorbeeld., Dit ontstaat ult de
meetkundige vraag naar het rechthoekige parallelepipedum, dat bij gege-
ven totale oppervlakte K van de zijvlakken de grcot:*c¢ inhoud heeft.
then 2.1, i?, 83

Noemen we de lengte van drie onderlinge loodrechte =i
dan is de som der oppervlakken der zes zijvlakken 2 Z..! c‘f.? + 2&1&3 +

+ 2 3.2 &3en de inhoud &1 ?:2 &3, We krijgen dus de vraag naar het maxi-
mum der functie 2:122 &3 onder de bijvoorwaarde 251 ctz + 2 E-1 2\3 +
+ 222£3 - K = 0 (hierin is K > 0), waarbij c‘:,“ 6‘2 en 5.3 beperkt wor-
den tot positieve rekle getallen. We mogen er gerust 5;1 = 0, 5\2 = 0
en £3 = 0 aan toevoegen, wamt dan is 5,1 52&3 = 0; de definitieverza-~

meling is dan gesloten, Uit de bijvoorwaarde volgt 2(£1+ &2)a3 £ K,

2
dusé\.1é E—g——-en £2£:72-%-5 (als &3;40), dus 2.1C2C éTKZ;‘ Als

3
2
dus 3;3> M, dan is 6152 534 EM“ Door M voldoende groot te kisezen,

kunnen we dit willekeurig dicht bij nul krijgen. Hetzelfde wat we hier

voor Z, 3 gedaan hebben, kunnen we ook voor 2.1 en 5,2 doen. Als we M
voldoende groot kiezen, mogen we ons voor de bepaling van een maximum

dus beperken tot 0 & &1‘5 M, 0% &24.. M, 0 £ &35 M. Dit is echter

een gesloten begrensde verzameling., Hieruit volgt, dat er zeker een maxi--
mum van de functie bestaat, Dit maximum kunnenwve nu met de methode van
Lagrange vinden.

Opgave 163, Voer dit laatste uit.

Opgave 164, Welke punten van de verzameling, die bepaald is door é:? +& =

= 1, hebben de kleinste en welke de grootste afstand tot (0,0)? )

Opgave 165. Bepaal de lengte der ribben van het rechthoekige parallele-
pipedum, dat bij gegeven inhoud de kleinste som der oppervlakten van de
zijvlakken heeft,
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844. Transformatie van meervoudige integrelen.
We noemen een lineaire operator A een draaiing, als geldt \Ax “-xi
voor alle x, Een draaiing is eeneenduidig, want uwit ix = 0 volgt )xi..\Ax}x
O dus x = 03 uit (40.2) volgt nu dat A eeneenduidig is. Verder is

|Ax = |A(xay)| = \x-y\: afstanden tussen punten rlijven 1] drasiing
behouden. Ook inproducten blijven behouden, want ixi“ + 2my o+ ;y‘?,zx+y§2w
= 1 A(x+y)] @ = |Ax+Ay]® = [4x1? 4 2Ax Ay + LAy 12 = (ni° + 2Ax.Ay + \ylZ,
dus Ax,Ay = x.y. Daar de cosinus van de hoek tussen *wee veclcren met bi-
hulp van het inproduct en de absolute waarde gedefinicerd is, blijven
hoeken tussen vectoren bij draaiing ook behouden.

Een afbeelding T van Bn in zichzelf, die gedefinieerd is door Tx =
= x+c (c een constante vector) heet een translatie. Uiteraard is een
translatie een eeneenduidige afbeelding van Rn op zich zelf, De inverse
transformatie van een translatie is ook een translatie,

Een afbeelding W van Rn in zichzelf, dle gedefinieerd is door Wx =
= a + A (x-a) (a een constante vector, A eecn constant revei getal) heet
een vermenigvuldigingstransformatie met centrum a c¢o factor A. Als

A% 0, is dit een eenecenduidige afbeelding van Rn op zlichzelf; de inver-
se transformatie is een vermenigvuldigingstransformatie met centrum a en
factor —%—
(44,1) Als TV de beeldverzameling is van een begrensde verzameling V in
Rn bij een translatie T, dan is de binneninhoud van TV gelijk =aan de
binneninhoud van V en de buiteninhoud vion TV gelijk aan de buiteninhovd
ven V.

Bewijs: TV is ook begrensd, want uit Tx = x+c en |xi« X volgt

. +1
ITxl £ 1xl + |cl & Yy + 1c\. Een hokje bepaald door —-—- a <
o 2™

K .
(i = 1,...4n) gaat over in een verzameling bepaald door -——;E‘ + 3’ ié &i"/"

\‘\'+1 2
Z + &/1 (i =1,...,n), als J”""({n de componenten van ¢ zijn,

Met behulp van (34.25) valt gemakkelijk te bewijzen, dat een verzameling,
bepaald door @(iét‘: iéﬁ 5 (i =1,...,n) een inhoud heeft, die gelijk
n

is aan |l (fA.-e,).
i=1 pi i

Opgave 166, AGa dit na.

Hieruit volgt dat het hokje overgmat in een verzameling, die een
inhoud heeft, die gelijk is aan de inhoud van het hokje. Voor hokjes ie
fle stelling daarmee bewezen. Een hokje dat geheel binnen V ligt gaat bif
de translatie T over in een verzameling met dezelfde inhoud, die geheel
binnen TV ligt. Hieruit volgt direct, dat Sm&xv) < I (TV) (het symbool

I, staat voor bineninhoud, het symbool 1* voor buiteninhoud) Omdat



mij;nw Sk (Ay) = TA(V), geldt ook I,(V) # I (TV). Omdat V omgekeerd ook
uii'. TV door een translatie ontstaat, geldt ook I, (TV) ES I.(V), dus

«(TV) = I V). Op analoge wijze bewijzen wij dat I*(TV) = I™V).
(M.E) Als WV het beeld is van een begrensde verzameling V in R, biJ
de vermenigvuldigingstransformatie W met factor >, dan is de binnen-
inhoud van WV lhln maal de binneninhoud van V en de buiteninhoud van
WV |A|" maal de buiteninhoud van V.

Bewijs: WV is begrensd, want uit (x1< Y eny a+ M(x-a) volgt

Ivb 2 Yal+ I =i+ A lal 2ja+It¥ + W) lal . Als ™A = 0, bestaat WV
alleen uit het punt a en heeft dus inhoud nul, waaruit de stelling K +’1

volgt. Stel nu >\ > 0. Dan gaat het hokje bepaald door r; £ (0 < m
over in een o +*1 2

frerzamelifig bepaald door « +>\(-—--—- - ofy ) %' < "\' + A ( é - "‘1)’
2

i

A

die dus de inhoud » 2 ~mn

K+

heeft. Als » < 0, kriggen wij op analoge

wijze o, +}\( 'a(i)< §i§ ¥ +>\(£r%l~i~-o(i) en een inhoud

(- »)*2™™ De inhoud van een hokje wordt dus met [™ ® vermenigvuldigd.
Een hokJe dat geheel binnen V ligt, gaat bij de vermenigvuldigingstrans-
formatie W over in een verzameling met /,\} " maal zo grote inhoud die
geheel binnen WV ligt. Hieruit volgt direct dat " *m(l ) € L, (Wv).

. n
Omdat ml;moo S,m(Ay) = L(V), geldt dan ook [)\| T.(V) £ I (WV). Omdat

V omgekeerd uit WV door een vermenigvuldigingstransformatie met factor
w1 ontstaat, geldt ook (AT W) £ T (), dus T.(wv) = fAT 1(V),
dus I (WV) = {MY‘ I,(V). Op analoge wijze bewijzen wij dat I™(WV) =

M #
= a1V,
(44.3) Als AV het beeld is van een begrensde verzameling V in R Db1lj de
draailing A, dan is de binneninhoud van AV gelijk aan de binneninhoud van
V en de buiteninhoud van AV gelijk aan de buiteninhoud van V.

Bewijs: Omdat |Ax| = |x |, 1s AV begrensd. Wij bewljzen de stel-
ling eerst in het geval dat V een hokje is. Laat een hokje H met inhoud
I overgaan 1n een verzameling met een binneninhoud X\ I en een buitenin-
houd # I. Dan is in ieder geval A f—“-/A . We bewijzen nu eerst dat de
factoren A en A voor alle hokjes dezelfde zljn. Twee hokjes uit de-

zelfde hokjesverdeling ontstaan uit elkaar door translatie. Laat n.l.
o o Ky ¢ K.l+’l ¥ vi-i—'l
de hokjes bepaald zijn door —= éi < = en m& = éi -
2 2 2

dan

2

ontstaat het tweede ;}lit het eerste door de translatie Tx = x+c met
V- K - K

1 n n

= TR W

Qm e v 09 2m

draaling uit deze hokjes verkregen verzamelingen ook door translatie
ult elkaar., Uit (44%.1) volgt dan direct, dat de factoren en s/ voor
beide hokjes dezelfde zijn. Nu vergelijken wij een hokje uit de (m+1)§
verdeling met een uit de mg-verdeling. Neem voor het hokje uit de

. Omdat A(x+c) = Ax+Ac ontstaan de door
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(m+1)E verdeling het hokje dat bepaald is door O = § < m+1 en van
het hokje uit de mS verdeling het hokje dat bepaald 15 doBr 0 & £ 5, <

£ --1m , dan ontstaat het laatste uit het eerste door een vermenigvuldi-
gingdtransformatie met factor 2 t.o.v. 0. Omdat A(2x) = 2Ax geldt het-
zelfde ook voor de door draaiing uilt deze hokjes verkregen verzamelingen.
Omdat de inhoud van het eerste hokje 2~ -(m+1)n is en van het tweede

™Ml - ol (m+1)n’ zijn volgens (44.2) de factoren 2 en 4 voor beide
hok jes dezelfde. We beschouwen nu de eenheidshyperbol B, d.i. de ver-
zameling, bepaald door }xi < 1. Van deze hebben wij op blz. 130 bewezen
dat hij een inhoud heeft. Verder gaat hij bij draaiing in zichzelf over:
AB = B. Beschouw nu S, ( 7&3). De hokjes die hieraan medewerken, gaan bi}j
draaiing over in een stel verzamelingen die samen een buiteninhoud
//*S*m(ﬂ ) hebben en die geheel binnen B liggen, dus #S, (7LB) £ 1(B).

Omdat 1lim S, (Ag) = I(B), geldt ook/I(B) £ I(B) en omdat I(B)> ©
m->m

is, volgt hieruit 1. Door S (X/B) te beschouwen, vinden wij op
analoge wijze Ae 4, Uit > & Vol A= 1 en X 2 1 volgt X = M =

Dus heeft een verzameling die door drasiing uit een hokje ontstaat
een inhoud, die gelijk is aan de inhoud van het hokje. Voor een wille-
keurige begrensde verzameling V geldt dat een hokje dat geheel binnen
V ligt bij draaiing overgaat in een verzameling die geheel binnen AV

<
ligt. Daaruit volgt s*ﬂg;{v) = I.(AV). Omdat m;igzos (A ) = Le(V),
geldt ook I (V) = I,(AV). Omdat omgekeerd V uit AV door een draaiing

ontstaat, geldt ook I (AV) s I_,((V), dus I (AV) = I, (V) Op analoge
wijze bewijst men, dat IX(AV) = I*(V).

We willen nu nagaan wat er met de inhoud van een verzameling
gebeurt bij toepassing van een willekeurige lineaire operator A. De
verzameling bepsald door O s fi < 1, waarvan de punten ook te schrij-
ven zijn in de vorm x = z §i 1 met O = § < 14, gaat over in de ver-

i

£

zameling der punten Ax = Z SiAei. Noem Ae, = b,. Wij bewijzen, dat
1=1

er blj ieder stelsel vectoren b,1 .,bn een stelsel vectioren d’l’ ""dn

te vinden is, zodat b i >\13 N (§=1,...,n) en di'a,j =0 als 1 £

en d,.d; =1 (1 =1,.. ,n, J =1,...,n). In leder geval kan altijd bij
dpseeend (K < n) een d, 4q Bevonden worden, zodat diidk-ﬂ =0 (1 =
=1,...,k) en |d L sq | = 1. Immers als dy ( cees ifn) (hierin is i eer
index, geen exponent), dan 1is uit E GJ g,j =0 (1=1,...,%) altijd

J=1
een oplossing x = %1, cees é ) te vinden, die van O verschilt. Door
clk = -~ X te kiezen, is aan de voorwaarden voldaan. Verder is bi}j

iedere a &an d met |dl = 1 te vinden zodat a = X d voor een of andere
N, want als a = 0 kunnen wij voor d een willekeurige vector met (3| =
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en A = 0 kiezen; als a # 0, kiezen wij d =-ml~a,dan 1s 1dl = 1 en

ta] —
a = jatd. Kies nu d,l zodat ldﬂl = 7 en bq = ?\11d1a Als b2-(b?.d1)d1=0,

klezen wilj d, zodat |d,| = 1 en d,.d, = O; als bg—(bédq).dq # 0 kiezen

wij d, zo, dat \dzl =1 enb, - (b-dq)d :”22 5+ In beide gevallen
kunnen wij b, - (be'dq) )\22 o stellen; in beide gevallen is ook
d,].d!2 = 0, In het eerste geval 1s het laatste al aangetoond; in het

tweede geval volgt dit uit )\ % 0 en A oo(dy.d ) = (by-(b, .dq)dq).d =0,

I]
Stel dat d,,...,d, gevonden zijn, zodat d;.d; = 0 voor 1 £ 3, 1 =1,...

J
ks =000k kOon. di\= 1 voor 1 = 1, ;K en b 5& )ij 1’

\
£
2

4,) 4y = 6, d = 4

Kk

g; (Pyyq-d5)d5 # 0, Ay g

1
= A
di)di =/ k+1,k+1dk+4' In beide

dan kiezen wij, als b -

K+1 (p

zo, dat \d

K+ K+ e+

en d dk+1 = 0O voor 1 = 1,...,k en als hk+1'

| = 1enbd 5 (b

zo, dat )d K41 {21
(b

k+1 k+1°

k
gevallen kunnen wij b, ., - %ﬁ 'di)di = A d stellen; in

k+1, k+17k+1

belde gevallen is ook d dk+1 = 0 voor 1 = 1,.,.,k. In het eerste geval

is het laatste al aangetoond; in het tweede geval volgtdit uit

K
Pt et 7O € AN g qepq(diqedy) = o q0dy - g;;(bk+1'dj)(dj'di)

Hiermee zijn door inductie de gevraagde d dn gevonden, Als a, =

,‘3000’
= Eﬁ,..,,ggp, dan is de lineaire operator D met matrix f? een draai-

i

gi% Eidile éﬁ Ef EJ_L Z: EJ. )12: S i' . De inverse

i=1 j=

ing.Daarvoor geldt n.1. De; = d, en dus D(EZ: § EZ: §

transformatie C van D is ook een draaling, waarvoor geldt Cc'i:.L = e; en

n n

dan Cb E: A e, en C( 2 %ipj) =5 ngbj. Nu bewijzen wij dat
J=1 =1

de verzameling van deze punten een inhoud heeft die gelijk is aan

T_T \>ﬁil‘ We bew1gzen dit door volledige inductie nacr n. De punten dzsr

verzameling zijn S: § :i_>\ = ﬁi( > As: €.)e,. Nemen wij nu
= i=q f=1 "I 1
die punten waarvoor- de ng-component =7 1s, dw.z. X nn%'n = ?7, dan is

als >\nn # 0, §r1==~£§;; (als ANgn = O, dan 1s van glle punten der ver-
zameling de n< component = O, dus de inhoud = 0 = TT'f}Aiil), dus de

n-1 7
punten zijn }: § Cb, + / Cb_. We passen nu de velgende hulpstel-
=1 33 A nn n

ling toe:

(44.4) Als V een verzameling met inhoud in R, is en als voor iedere
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reéle N geldt dat van die punten (& ” ,21,1) van R, waarvoorén =N
en die in V liggen, de eerste n-1 componenten als punten van een Rn-’l
opgevat een verzameling V(% ) vormen die een inhoud heeft en als I(v(n ))
als functie van m inte‘greerbaar is dan geldt I(V) = jI(V( 'q))d .
Bewijs: U'Ie beschouwen de hokjes die meewerken aan S (ZV), dat

zljn de hokJjes dle geheel binnen V liggen., Beschouw daarvan de hokjes,
;(1+’I

2m
57] <h o1 bepalen die hokjes in R, die geheel binnen V(v]) liggen

en de som van hun gr'ootten is voor deze ¥ dusA-j— I(V(*v? )) en dus ook
o

= —%— sup (v (*) )). Hieruit volgt dat SemX v P (V{7 )), dus
K, %n< Kn+']

Ky
die bepaald 21Jn door —«-éa.‘< met een vaste I ., Voor de M met
ol i ) n

I(V)_é‘/I(V('\q ))dn . Door S?Z(?[ V) te beschouwen vinden we op analoge
wijze 1(V) > [1(V(7))a7. Dus I(V)=fI(V(1,))d'r) :

Nu is in ons geval de verzameling V()'l) bepaald door de punten

ci Cb,+ A (Cb e ), die na translatie een verzameling geeft
J nn nn n

n .
bepaald door de punten _;_ cijbj. Volgens inductieveronderstelling is

-=1

n-1 J

dan I(V(Yl ));T \'/\ii\ . Dit is alleen zo voor die waarden van M waar-
lﬂﬂ n -

voor O A—Ii—l-r—lé’l Voor \ > O komt er dus J Rlildn-

n-1

. n
= h‘nn ;E\,\iiy en voor J\nn<o komt er ,\ré E{,\ii\dq= -An E\lii{,

n
dus in beide gevallen })4 {)iil . Om (44.4) te Y¥unnen toepassen, moeten
i=

we eshter weten dat de verzameling een inhoud bezit. We beginnen met het
geval, dat A 1174 0, i=1,..,,n. Stel dat we een hokje hebben, dat een
punt p=( '7!",1,...,"R~'n) bevat, dat wel,en een punt Arz(g,],..., Qn) bevat,
dat niet tot de verzameling behoort. Omdat een hokje. blijkbaar convex
is, d.w.z, met leder tweetal punten x en y ook de punten m x+(’1—/u)y
met O & M £1 bevat, bevat het hokje ook de punten/u.r+(’|7u.)p met
0& s £ 1, Daar de verzameling bestaat uit de punten 2:(%,\13& )e

met 0% asjé’l behoort dit punt tot de verzameling als § /\ Jé‘j

= M €i+(’1~/a )'77‘ voor i=1,..,,n en zekere a, met O“-& 41 Vatten wij
dit op als vergell jkingen voor é\,j, dan is, omdat de deter-minant van het



n
vergelijkingreysteem | A 41# 0 is, hieruit C"l""’{'x‘n op te lossen
131 .

in de vorm &'f w”ﬂ.+ wzj. Omdat p tot de verzameling behoort, geeft
substitutie ‘hierin van 4 =0 waarden van (i’,j waarvaeor 04 &J £A; ‘.omdat
r nlet tot de verzameling behoort, moet bij substitutie hierin van M =1
minstens één der 2 34 0 of 21 worden. Hieruit volgt dat er een s met
OcM £ 1 bestaat, waawoor minstens één der & J=O of =1 wordt en de ove-
rige 5‘3 voldoen aan 0 £ fﬁd.‘é 1. Noemen we nu de punten

n

n
2 (ZZ A I e, met O <& <1 en minstens één der &
=1 g1 MR J J
rand van de verzameling, dan bevat dus ieder hokje, dat punten binnen en

=0 of =1 de

buiten de verzameling bevat, een punt van de rand van de verzameling, We
bewiljzen nu door volledige inductie naar n, dat de verzameling een in-
houd bezit en zijn rand een inhoud nul. Voor n=1 is dat duidelijk, want
de verzameling is een interval en zijn rand bestaat uit twee punten., We
stellen nu A nn 2 O (het geval /\nnLO gaat analoog). De nS component
van een punt dat tot de verzameling behoort is Ann&n en dus 20 en

¢ A - We beschouwen hokjes uit de mS verdeling die aan K(m)(v) mee -

werken (zie blz. 121; de verzameling noemen we V). Voor een dergelijk
W, +1
1

Ky
hokje, dat de punten (‘q,],...,’v}n) bevat die voldoen aan ’2":557214 o
< , m
geldt dus zeker W _ A 2" en M +1>0. Als nu w  +1= A_2", dan is

s

Wt Ann2ms K_n+’l, waardoor Kn als geheel getal volkomen vastgelegi

1s. Daar V begrensd is, is er een Lk(zie blz.121), waar V geheel binnen
ligt. De hokjes met deze Ww_ die aan K(m (V) meewerken hebben een to-
tale grootte die £ 27™(2k)™" " is. We kiezen een M > 0. Er is dan een
M, te vinden, zodat voor m>M, geldt 2—m(2k)n—'14 3, a1 w n=0, dan is
r né 0« KnM, waardoor Lag als geheel getal volaomen vastgelegd 1is.
Evenals zoé&ven volgt hieruit, dat voor m> M,1 de totale grootte van de

hokjes met deze n die aan K(m) (V) meewerken £ is. Er blijven nu

nog slechts hokjes over, waarvoor 0« KnL Kn+‘1d ?\anm. Een van deze

hokjes, dat tot ‘K (m)(V) meewerkt, bevat een punt van de rand van V;
daar echter C«n=0 of =1 onmogelijk is, omdat dan Tln=0 of = Ann zou ziin,
moet voor één der Z’J met j=1,...,n-1 gelden” &J=O of =1, We houden nu

even Kn vast en bepalen gehele getallen V¥ qreens Pn door de voorwaarde

N K
mévié-——}a———r}- +1, dan 1is blijkbaar Pn-: K ., Passen we nu op de

n

A nn nn

: V1 ¥n
hokjes met deze H n €en translatie over (- — ,...,- T
: 2

— ) toe, dan gaan
2

deze over in hokjes met Oénn L~:‘— , waarmee dus ook hokjes correspon-

all

deren van de mS hokJesverdeling der R _, bestaande ult de punten waarvan

de n® component nul is, La-t nu 5. (> Ai,j cﬁ,‘_})efL een punt van de rand
; ) . i=1 J=1
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' K
van V zijn, gelegen in zo'n hokje ( dus 5—3 nn§n< Irnl + —Q—m—), dan is

blijkbaar»%::(ﬁz' >\ij ? )e een punt van de rend R van V(0), de doorsnij-

ding van V met de Rn~1 der punten, waarvan de ng component nul is., Past
men nu op het punt de hierboven gegeven translatie toe en vergelijkt het

o verkregen punt met het punt van R dan krijgt men voor de 1% component

Z_—_,?\ 5--———§<_‘1>\U§ )1n§ i<) %ﬁ—a—}—g——&.Voor

ﬁnhnn

A inl
7\ )O is dat & ———l——}-n—-— en voor >\in<o 1s het L 0, Verder is

m
2 A&n )
1 in"“n 1 - 1
2™ 2" 2 | 2
2 ‘;\inf 1 . R
voor A, <0 is het 2> - —5=— - —5 - Noemen we N het kleinste natuurlijke
2™ D 2
>‘nn ,
A 3
getal 2 max( lf;12l ,...,l—~ﬂ—j—5-), dan behoort het hokje dat door
: nn 2 nn

translatie verkregen is tot een stelsel van ten hoogste (N+2)n'1 hok jes
behorende blJj een hokje dat een punt met R gemeen heeft. Daaruilt volgt'
dat de totale grootte der hokjes met de gegeven K n’ die meewerken ean

K(m)(v),'\< 2 M (N+2) ™ il *( 7£R) is. Het aantal waarden van Kn dat in

m

aanmerking komt is echter < ;H en dit geeft dus dat de bijdrage aan

M;(m)(V) daarvan~é'2% (N+2)n 1 (7{ ) is, Op R mogen we nu de inductie-

veronderstelling toepassen en concluderen dat de inhoud van R in Rn—1
’ >

| ' 7 )
nul is. Fr is dus een M, zodat voor m> M, geldt SE(?[R)< -7
32, (N+2)

Voor m,>max(M1,M2) is dan i((m)(v) <7 , dus lim K™(V)=0, dus V heelt
m+ 0o

een inhoud. Verder is het duidelijk dat de rand R van V een inhoud nul
heeft, want hetgeen we zo&ven bewezen hebben is juist dat 1lim S (Z R) =0,
dus 1* (R)=0, dus I(R)=0. Als niet alle 7“11* 0 zijn, mogggéﬁé verondev-
stellen dat A nn% 0, omdat Sinnzo al afgehandeld is. We bewijzen dan
éat de inhoud van V nul is door volledige inductie naar n. Dit bewijs

verloopt volgens precies hetzelfde schema als het bovenstaande bewijs,

want we kunnen nu S;(V) en S 2 (0)) op precies'dezelfde wijze met elkaur
vergelljken als hierboven (V) en S* (]:R) Omdat volgens de inductie-
veronderstelling I(V(0))=0 is, kunnen we dan concluderen dat I(V)=0.

We hebben hiermee aangetoond dat de inhoud van V gelijk is aan

n
1T \) ii\ .. Nu i1s V de verzameling der punten 21'}: EJCb. met 0% t,' {1 eu
i=1 ’ ' =1 J 3



ni 1V

Co, ;1:7«13 e;. Als Cb —-( 71 ,...,X‘j), dan is Xi =0 als 1> J en
Yid= >;y als 1€ J. Verder is ”Tq\)\ii —-}deg Y2 mrs e =( Y 10
: RVEN- “h 1y ]
dan is (det = (det det J,Y)=det( y=det(c, .c,),dus
(et %07 g} £ e A 25 e himgeslens

det}{i3!= det(ci.cj). Omdat inproducten bij draaiing invariant ziJjn
i,J i, ‘

en cJ=Cb‘j en C een draaiing is, is de inhoud van de verzameling der

n
punten > E b, ook V'det(b b.). Als (X.,) de matrix der lineailre
&y 710 1Py 13

operator A is, is dus )det‘xij]" y'det b b ) Daar de inhoud van de ver-

zameling, bepaald door O-é §3<11, gelijk aan 1 is, is de inhoud van de
verzameling, die hieruit door toepassing van A ontstaat, \det a(ij[

maal de inhoud van de oorspronkelijke verzameling. Een willekeurig hokJje

K K +1
bepaald door — § < 2m ontstaat uit de verzameling bepaald door
o) <:§ <1 door de vermenigvuldigingstransformatie a+ ) (x-a) met
Kn
as= ( seees —— ) en A= —%- (ga dat na). Verder is A(a+ A (x-2))=
-1 oft -1 2

*Aa+-%(Ax Aa) en dus ontstaat de door toepassing van A op het hokje ver-
kregen verzameling ook uit de door toepassing van A op de verzameling

(3$: §<<1 verkregen verzameling door toepassing van een vermenigvuldi-

gingstransformatie met factor L . Hieruit volgt, dat ook een willeliteu-

rig hokje door toepassing van‘RETBQergaat in een verzameling, waarvan
de inhoud \det a(ijl maal de inhoud van het hokje is. Neem nu een

i,J |
willekeurige verzameling V en laat AV de verzameling zijn die door toe-
passing van A uit V ontstaat. Een hokje dat binnen V ligt, gaat over in

een verzameling die binnen AV ligt. Hieruit volgt [det & .4 S (¥ .)SI(lr ..
. 1, ] iJ¢ sam VN e
s ‘

?i dus \.de@ 4 4 VI, (V)T (AV). Evenzo vinden we lget A 4| T9(V) 2 T (av).

1, , .
Als det 4,,=0, dan volgt hieruit 0»I"(AV), dus I”‘(Av)=0=\deta(ij\ ¥(v;
i, i,J
en I 1AV)=0=}det oK, | I«(V). Als det x,.# 0, dan is A eeneenduidiz en
* i, 7 i,
heeft een inverse, waarvan de determinant aEE—;r-~ is. Dus
1]
i,

1 < 1 * * " B
195% of 11 IL(AV) S I (V) TR 27 I*(AV) >I*(V), dus I™(AV)=

1,3
= [det a(iﬁ [*(V) en I (AV)=|det o<ijl I,(V). Hiermee 1is de volgende

stelling bewezen,

(44.5) Als AV het beeld is van een begrenade verzameling V in R, biJ een
lineaire operator A en & 1s de determinant van A, dan is de binnenin-
houd van AV gelijk aan }«l maal de binneninhoud van V en de buiteninhoud
van AV geliik aanie¢d maal de buiteninhoud wvan V.
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Als f(x) een totaal @ifferentieerbare functie 1is met definitie-
verzameling in R en beeldverzameling in R, dan is f(x)=Ff(a)+A(x-a)+
+|x-ale(x>a), waarin A de bij het punt a behorende functionaaloperator
is, Als nu geldt dat bij ledere & > 0 een S>> 0 te vinden is. die niet
van de keuze van a afhangt, zodat uilt | x-a| < o volgt le(x=a)l < £
dan heet f(x) uniform totaal differentieerbaar (zie voor het overeenkom-
stige begrip bij functies van één veranderli jke §19, blz.74).

(44 .,6) Als f(x) uniform totaal differentieerbaar is, zijn de partiéle
afgeleiden van de eerste orde van f(x) uniform continu,

Bewijs: f(b)=f(a)+A(b-a)+|b-ale(b—sa) en f(a)=f(b)+B(a-b)+ a-ble (a +b)=
=£(b)-B(b-a)+\b-a| e,](a-)b) dus O=A(b-a)-B(b-. )+|b-a (e(b—s?a)+e,](a->b))
Bij £> 0 is een G > O te vinden zodat uit |b-a) € 0 volgt
le(baa)l{——-— en I 1(a9b)\< —§- Dan is dus ook | A(b-a)-B(b-a)| < &€lv-al
dus voor x met |x|< % is |Ax-Bx | < £]x|. Voor X x geldt dan echter
‘A)\X_ B)xl—-l\HAx Bxl<él>\Hx{n-— ElXxxl, dus |Ax-Bx|l € &£} x| geldt voor
alle x. Neem nu x=e, dan ile}____ (dij—(ﬁ’ij)djj:lAeJ—Bej\(E , als dy
het punt met jg component 1 en overige componenten O in Rm voorstelt.
Dan is echter ook !“ij“ (313\< & , dus de parti&le afgeleiden van de
eerste orde zijn uniform continu,.

(44 .7) Als f(x) gedefinieerd is op een convexe verzameling en totaal
differentieerbaar met uniform continue parti&le afgeleiden van de ecrstc
orde, dan is f(x) uniform totaal differentieerbaar,

Bewljs: Laat QF’I"“’ LP de componenten van £ zijn, dan is voigens

(%1.10) (Pj = iZ; ‘P‘j gi' 71) voor een w, tussen y or

[h

z. Verder is er bij £ 0 0O een o > O te vinden zodat voor \u-v\ < o en

Dy m«aj v)‘

i=1,...,n; j=1,...,m geldt 5 . Als den
Si > I’l
lz-y1< O 1s, is ook \wj»y1{5 en L{Jj(z)- ({/‘J( i§: 'a(Pj(y)(§ 751‘)4.
el B(PJ(WJ) 9\03(37) ti-’?i _ 511 71

+’\ \%—1 ( ,agi - 5 é‘: ) }Z-—_y\ . Verder is m'é 1 dus

n P wy) d@.(y) ¥.-7 n, J¢(w) YAy £

( - J 1 ¢il¢ J 37 e

%7.:1 R RS ) ER ‘\ ig-—'ﬂ‘ 05y 98 | Vin
Als we dus f(z)-f(y)=A(z-y)+ z-yl e(z27y) mej; A de functionaaloperator
in het punt y stellen, geldt le(z >y)]< T 62 = Daarmee 1is

o )

aangetoond, dat f(x) uniform totaal differentieerbaar is.



Erratum: Op blz, 188 komt stelling (44.6) en zijn bewljs te vervallen.
Stelling (44.7) wordt (44.6) genummerd.

(44.7) (Transformatiestelling voor meervoudige integralen.) Laat f£(x)
een eeneenduldige functie zijn, die een verzameling V met inhoud
in Rn in een verzameling W in Rn afbeeldt en laat f(x) uniform totaal
differentieerbaar zijn met eeneenduidige functionaaloperator, dusdanig
dat de elementen van de functionaalmatrix en van de inverse matrix van de
functionaalmatrix begrensd zijn. Laat verder P (y) een begrensde func-
tie zijn, die aan de punten van W ré&ele getallen toevoegt. Als dan

3 e an ;s ) .""J(P)
= EESE 16 f dW,_ be-
g PR S TR ‘ gy T

( :---){'p)
: L 2 de functionaaldeterminant van f(x)
(B 5

voor), dan bestaat Jo= f %’(y)dtu en J,=J,.

staan (hierin stelt

Bewljs: Als a€ V, dan volgt uit de totale differentieerbaarheid van

£(x) in a, dat f£(x)=f(a)+A(x-a)+ x-aje(x), waarin A de functionaalopera-
tor van f(x) in a is en e(x) een functie die -» 0 als x-»a. Omdat A een-
eanduidig is, kan e(x)=Ad(x) worden geschreven, waarin d(x) bepaald is
ult d(x)~A e(x) (hierin is a~7 de inverse operator van A)., Dus f(x)=
=f(a)+ A(x-a+lx-ald(x)). Omdat de elementen van de matrix van L
grensd zijn, is er een van a onafhankelijk ré¢&el getal }'1> O te vin-
den, zodat lA vl <:b%\y| voor alle yER (immers \Ay\ \v) $’ ‘A ﬂ ).

Omdat f(x) uniform totaal differentieerbaar is, is bij een 7.> 0 een van
a onafhankeli jke 0 > 0 te vinden zodat uit x- a\ < 0 volgt \e(x)l(’jz s

dus ]d(x)!:\A"qe )| < que x)|< % . Laat nu een hokje bepaald door
K.+

§ <——£—w geheel binnen V liggen en het punt a bevatten. Dan is
’Em\ 21’1‘1
een punt x in dat hokje te schrijven in de vorm x=b+ 57' Ajey met

=1
K K
= (— sevas ——-rl%) enO~<11< "'jrﬁ . Dus a=b+ Z/‘iei met O</‘(:L »»:l—en
2 2 2

m
n -
x-a= p (X - M,)e,. Verder schrijven we d(x)= E: b.(x)e , dan is
{21 i 1771 121 i

n el o
£(x)=f(a)+A( 12-:4( u_,t-/uiJr\/J'g1 (2= 45) §1(x))e;). Voor xa is d(x)=

A" Tigar(f(x)—f(a)+A(x—a)) en dit is een continue functie van x voor

X#a omdat f(x) continu is; voor x=a is d(x):A-qe(x) continu omdat e(x)

het is. Hieruit volgt dat (x) continue functies van A,1,...,)11

zijn, dus ook 7\1 /Mi+v2( /'(j (x) Als verder -2-'-1-1,5 (-—\-/%—- dan
is voor x binnen het hokje |x- a\< 5 , dus geldt ld(x)|< % dus

lSi(x)(< 7 . Houd nu >\2,...,'An vast en beschouw >',‘—/u,l+lx—a\ 6’,‘(x).
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1

Voor =0 is dit-/M1+lx—al o ( is

4 A l ~/41+-———-”2 en voor X =
g 2 - a _,__rg
dit EFh«/M4+’x al 5% > M- Ve Wegens de continuitelt neemt

het dus in ieder geval alle waarden van het interval
Vn 1 v . 1-2 Vo'

tj/iq m s Eﬁ-—/uq--zgﬁ’7 , dat de lengte o heeft. Wat we
hier voor de eerste component gedaan hebben, kunnen we voor de andere
componenten evenzo doen, Het beeld van het hokje bij f{x) bevat dus in
ieder geval een verzameling waarvan de inhoud |det Ai(j:g—%gizjn is, dat

' 2
is |det A|(1-2 Vﬁ“y)n maal de grootte van het hokje, Doen we dit voor
alle hokjes van de mS verdeling, die binnen V liggen, dan vinden we, om-
dat f(x) eeneenduidig is en de beelden van de afzonderlijke hokjes dus

disjunct zijn dat (1-2 Vn 72 ' ldet A1 ANxi< I, (W). Laten we nu
nxuev
WXw e

(P qseees Py
STE 47 E,)

Nemen we nu een hokje, dat iets met V gemeen heeft en daarin een punt
a€&V, dan is weer voor dienpunten %X, die in de doorsnede van V en het

hokje liggen f(x)xf(a)+A(zz_(Iki—/ui+{x-a\ gi(x))ei). Nu geldt in ieder
=1

PV O en dus m>+ oo dan wordt dit [ ‘ \d w. <I*(W).

geval voor deze punten ”/Mi- ;T/:ni'ﬁ '7<>\ /li-i-\x —al g ( <-— -/ui+ L %

en het beeld van deze punten ligt geheel binnen een Verzamellng die
ldet A} (1+2 Y1 ?)n maal de grootte van dit hokje is. Dus geldt

(1+2 \(‘ﬁ}?)n Z | det A,A ixl > 1%(Ww). Laten we nu % ¥ 0, dan vinden

XN EV
wxyav ™
niet 1ee%
f AREE .

— dw_ 2> I*(W). Dus heeft W een inhoud en

a ( E/l:tanyz 3

f (p/l""’go ) o .

f ) dwx. Op een deelverzamelling V' van Vde een houd
1""’ n

heeft kunnen we dit ook toepassen en vinden, dat zijn beeld W' een in-
houd heeft, en dat T(W')= § 2 (Fqr--%0 ¥

vl I(E L., E)
echter voor een deelverzameling W'" van W, die een inhoud heeft, dat de
verzameling V", waar W" een beeld van is, ook een inhoud heeft. Maken
we immers een hokjesverdeling, dan correspondeert voor een hokje, dat
iets met V gemeen heeft, met de doorsnede met V een verzameling met in-
houd binnen W, Met een hokjesverdeling correspondeert dus een verdeling
van W in verzamelingen met inhoud. Nu is f(x) uniform continu, want
f(x)-f(a)=A(x-a)+)x-ale(x) en er bestaat een 5’23-0 die onafhankeli jk
van a is zodat 5Az\'<"X2 |z} en er bestaat een 51)>O, die onafhanke-
1ijk van a 1s, zodat voor |x-a| < & geldt le(x)]<1; kiest men bij

d&JX. Omgekeerd geldt




&> 0nu { =min( 51, ﬁ—% s -‘%—) dan is \f(x)-f(a)l < & . Met de rij

hokjesverdelingen correspondeert dus een rilj verdelingen van W waarvan
de diameter tot nul nadert. Vormen we nu steeds over de hokjes

j]'b(‘fq:--wtfn)

dwx dan nadert dat zowel voor de hokjes die geheel
1% s T)

binnen V" liggen als voor de hokjes die iets met V" gemeen hebben tot
(W") en dus voor de hokjes die punten binnen V" en buiten V" bevatten
tot nul., Nu is als A de functionaaloperator in a van f(x) is, een van a

onafhankelijk redel getal ¥ >O te vinden zodat \det A™7| < 25'3 is,
D( (‘Pq: e ay “P )

30 & \{;n) \) —3,1— . Hieruit volgt dat de totale grootte van de
,]J LR I ) n 3

dus

hokjes, die punten binnen V" en buiten V" bevatten, tot nul nadert en dus
dat V" een inhoud heeft. Kies nu een getal € >0, zodat |&,(x)|< 1
1 i
2 Vn
Fan kiezen we voor een £ > O Ix-a|< & 2--mj_n( 3 g). Dit omvat de punten
met o ;- V E, (O\’ + =% | Dan is f(x)-f(a)= A(z E - ot +|x~ al¥4(x))es).

n Vn

3

€ & £
Voor t,]=0(,]— —=2 geldt nu weer E’l— A+ |x-al 5 (x)<- 2, E ,
V1 1 Va 2Vn
o 2 € 2
voor 4= d,]+ —= geldt 5.,‘- o(1+|x—al S (x),) = - zodat in
Vo Vo 2V¥n
‘ E2 EE
ieder geval het interval (- =, ) overdekt wordt. Evenzo de an-
2¥Yn 2V¥n
dere componenten. In ileder geval wordt de verzameling der punten y waar-
¢
(68
voor |y} < \/2___ geldt overdekt. Nu is er een b/4> 0 zodat (A'qz (< ¥ ylels
2Vn -

en

&
dus |z} < ¥y |Az|, dus |Az|> 2 \z|. Als dus |f(x)-f(a)|< -
Xu 2 54 Vn
.an is )Jx-a|< & . Dit geldt alleen voor die punten a waarvoor de hele

Ea—omgeving tot V behoort. Stel nu dat ﬁP(y);)O is. Dan is emn hokje

H dat binnen W ligt beeld van een verzameling H' met inhoud in V. Hokjes
die punten binnen en buiten W bevatten kunnen buiten beschouwing worden
.Belaten, omdat W een inhoud heeft en hun bijdrage dus tot nul nadert.

Nu is sup LP I(H)zxseug'(p(f(x)) I'{(: 3(¢1,-,., ‘Pn)

v EH U Eqr-ers 5]
< sup Y(£(x)) sup } APy, )
x€H! xeH' 19(&,..., )

naderen tot nul als m~+ oo omdat bij € > O een 9 > O te vinden is zo-
dat uit lf(x)-f‘(y)\ < § volgt |x-y|< £ . Het rechterlid gesommeerd

aver de hokjes nadert dus tot J, als m>+ o , j Y ( y)dW

5

aw,_ <

I(H'). De diameters van de H!

Jye
Evenzo vindt men {I* Y(y)a Wy>/J,‘, du ‘( (10 y)dw = J,. Als @ (y)

niet overal > 0 is, is er wegens de begrensdheid van (,0 (y) in ieden
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geval een refel getal Y >0 te vinden, zodat ¢ (y)> - ). Op de functie

?(Y}-i- {5 kunnen we de sgellmg dan toepassen. We vinden d?r;j #)
13"‘"’ ?n d ‘ I W - f ) 1"’"" %
47’( f(x ))l (§‘1,“‘1€ )‘ wx""[5 ( ) ( ( (x)}*isi’a(é'}"“'én o

=A(f(y)+15)dwf/§g (f(y)dwy+)/51(w). Dus J,=J, ook in dit geval. Daar-
mee is het bewljs voltooid.

Opmerking: Dat een functie f(x) totaal differentieerbasar is in een
punt a, houdt in dat er een omgeving van a is, waar de functie gedefinieerd
is, De verzameling V in stelling (44.,7) is dus open. We behoeven ons ech-
ter niet tot open verzamelingen te beperken, Als n,1. V cen verzame-
ling met inhoud is en v¥ een open verzameling, dusdanig dat Ve VS en £(x;
gedefinieerd op V™ en totaal differentieerbaar is, dan kan stelling (44.7)
op V worden toegepast, als in de verzameling V aan de verdere voorwaarden
van de stelling voldaan is.

(44,8) Laat f(x) gedefinieerd zijn op een open convexe verzameling v
in Rn’ met beeld in Rn, dusdanig dat de parti8le afgeleiden van f(x) in
v” vestaan en uniform continu zijn. Laat V een deelverzameling met in-
houd van V" zijn en f(x) op V eeneenduidig met eeneenduidige functionaal-
operator, dusdanig dat de elementen van de functinnaalmatrix begrensd
zijn en de functionaaldeterminant in absolute waardq;een positieve con-
stante is. Laat W het beeld van V zijn bij de afheelding f. Laat verder
4 (y) een begrensde functie zijn, die aan de punten van W redle getal-

len toevoegt, Als dan qu/ }’/(f(x)) \ 02?1,...,;211)
| v

y 1)Qt§,

bestaat JQ&/C(f(y)d wy en 31“J2‘ n

Bewijs: Het volgt direct uit (44.6),(44.7) en (34.24).

Als voorbeeld beschouwen we { 4= peos ¢ cos 4, ég psingp coa:} ,
53 )Osin . Dit geeft een afbeelding van de ruimte der (o, ¢,V ') in de
ruimte der ( 51, .{2, g 3), waarvan de partifle afgeleiden overal continu
zijn en dus in iedere begrensde verzameling uniform continu en begrensd,
Nu is

2 (¢, p.0)
waarmee correspondeert §1 §2u0 Beperken we nu fD tot &< F 5&

tot 0L PL 27 en ¥ tot -4 +g< z9~< ?—F , dan 1is de afbeelding
2

eeneenduidig, immers é 1 2, {2 + 53 , waardoor e bepaald is; ver-
volgens is ‘9 door 53 f.) sin ¥ bepaald en, wegens s’OcosL #0, 50

\d wx bestaat, dan

3 2 B, . ¢ T
mﬁ cos en dit is =0 voor ijOen Z/n-g—-!-nn,

door §1= Pcoasv cos ¥ en { ’oainy cos l? Verder is )f) coe‘ﬁl
)&2_ sin& .

:n waarvoor

beeldverzameling W bestaat uit de punten x waarvoor §& <|%jP
- ocs” g .. Volgens (44.8) gcldt dan:



¥ An 193

b
g Z /Pf) cos ﬁdp&gﬂdﬁ -3’(P3 53)2’7 2 cos & . Laten we nu

W=/
~ g tot nul naderen, dan nadert dit tot %—FP3 De verzameling W 1is bevat
in de bol B bestaande uit de punten x met {x(:gP. Voor de punten van B),'f W
geldt Ixfg. of —‘-%—?—L’},cos& . Uit {xl¢¢ volgt -¢ <« gq‘.éi en
\ 3! . 2, ¢ 2 2.2 .

$§2<£. M ;0082 en |x1< P volgt g'l +{2 _éatgzé\
£ Petg2£ - dus -Ptgs £ fl & Ptgf en-Ptgs s§24 Ptgg¢ . Noemen we ¢ 1
=max( & ,Ptgs ), dan geldt voor de punten van ];/W T4 E’] < 21,
- 14 & g o £ 51, -P£ {34 P. De ver'zameling, die bepaald is door de laats:
ongelijkheden, heeft een inhoud 8 5 P dus I (B)é T‘P3+8 £.°p. Als

Te3¢ 1,(B).

\.»)H:‘-'_;

£—0 dan & 170, dus * (B)i P3. Verder geldt Wc B, dus

Dus I(B)= 3~TP3= /1 s /(02 cos J ap aparf .
/4 e

Opgave 167. Bereken/g( 51 f,a )dw waarin B de bol |x}< P in RB is

(dit wordt het traagheidsmoment van de bol t.o.v. de ‘3 3-as genoemd) .

Opgave 168. Bereken de inhoud (oppervlakte) in R, van de verzameling, be-
paald door -{—-5 —{—-— =1 (ellips).(Pas hiertoe de transformatie 51
’ 252
2
»O(,”Ocosgﬂ 52 2fsin)‘0 toe.)

We merken nog op, dat de transformatiestelling natuurlijk ook geldt
voor enkelvoudige integralen (n=1).

We passen de transformatiestelling nu nog toe op de berekening van de

© g2 _5 2
integraal van Poisson / e ? dé‘ . Natuurlijk is e dg =

00
) fe 9} _52 s g §<2
=/ e ? d{ =2 1lim dg Noem I(R)/ e dg , dan is
0 R—M—oo

R '§ R R -( + ¢
(z(n))z% e %g/ gﬁdg / SR 6§ 4 £ m
Nty

dwx, waarin KR de verzameling in R2 is, bepaald door

0?}15 R, 0 {2\}2 Als nu L de verzameling in R, is bepaald door
X< R, £ .20, 0, dan 18 K ¢ L.c . Noemen we nu J(R)=
£420. 5 o2 3RV 2 E

’;ﬂ

RPN
1 ‘52
= e dw , dan is, omdat de integrand > 0 is:

(I(3R 12))°¢ J(R)¢ (I(R))? en dus 1im J(R)= 1im (I(R))?. We pessen nu
R +m R-» 400

de transformatie § Qm{Ocos y ’ { o= }@ain f toe, waarvoor geldt
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9’.@1'{2) i

ITE ) = 0. Deze 1s voor <@ & R, 0K YL 4 eeneenduidig en
d ot
geeft als beeld de verzameling LR( £ ) der punten waarvoor & <ix| &R,

H
-(£ 2+§cg) T SR 2
§1>0,§230- Danisé(z)e 1 2 dédfzz e)ﬁjod/"dp=

g2 .2

= -{,:: (e” -e"®7). Evenals hierboven bij het voorbeeld van de bol con-
T

~ 2 Y
cluderen we hieruit dat J(R)= -,’f—('t-e'ﬁ ). Dus - = lim J(R)= 1im (I(R))~
, R+ +® R-> +®
. +® §2 /7
dus %ﬁ = 1lim I(R). Dus/ e d§°= T,
R ->+00 o]
(44.9) Leat f£(x) een eeneenduidige functie zijn die een verzameling V met

inhoud in Rk afbeeldt in een verzameling W in Rn (k< n), en die uniform

toteal differentieerbaar is. Laat (£ ( fq’“”Ek)""’fon(fq""’gk)

de componenten van f(x) zijn en stel dat er een re&le constante /) 0 is
?( F""“"Pk)

IV

de eerste orde begrensd. Dan is I(W)=0.

Bewijs: Vorm de functies 51),‘( f'}"”’gn)"“’y’n(5’1”"’ gn)’ ge-
definieerd door ¥ ( 51,..., £ )= pal fq’“"fk)""’%k( §qseeesln)=
= y“k( gt‘,‘-" {k).’ sbk_}_q( 519":3 gn):‘%k_‘_f‘( 51)‘00.’ §k)+§k+’1,.'.

...,}b n( {4,..., {n)= gﬂn(g qreees gk)+§ n’ gedefinieerd op de verzameling
v" ate ontstaat door ({ qoeees {k)e_v te kiezen en -1¢ iigﬂ voor )
izki(—’l,...,n. Dar)x heeft V ™ blijkbaar ook een inhoud en 3(?““’ w{;j =

,& P""‘.’ fak hals v - 1,..0}
= 5 prrve 2w ik de parti¥le afgeleiden van %’!""’Vn zijn =1 of

gelijk aan partidle afgeleiden van 5’91,..., #,- Op de deelverzameling

zodat

>i/; stel verder alle parti¥le afgeleiden van

¥ S
van V die ontstaat door Sng:"‘: §n=0 te stellen 1s 70"1= 901,. R
= yn;deze kunnen we als de V in R, interpreteren. Qp Wa,...,y/ kunnen

; ( e RPN )n
we nu (44.8) toefassen. We vinden dan dat I(w)j{j 5(,5 9”; ) d UX,
1)0.-’, n

magr de inhoud van V in R is blijkbaar =0; dus I(W)= 0.
Als (n-k) functies sz“q( {1,..,,5 n)""’spn-—k( 51,...,5 o) gegeven
zijn, die zo zijn, dat daarop de hoofdstelling (42.€) over impliciete

functtes kan worden toegepast, dan levert de oplossing tot expliciete
functies een afhankelijkheid van k parameters, wanrop stelling (44.9)
kan worden toegepast., Echter is de oplossing tot expliclete functies in

het algemeen slechts in de omgeving van een bepaald punt mogelijk. Als
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ebhter de definitieverzameling in een elndig aantal stukken te splitsen
is, waarin oplossing mogelijkis (dit is het geval als de definitiever-
zameling begrensd en gesloten is, hetgeen we hier niet zullen bewijzen)
dan kan op elk van deze stukken (44.9) worden toegepast, waaruit dan ge-
concludeerd kan worden, dat van de verzameling in Rn’ bepaald door

¢ 1(é\,,l,...,ﬁn)a..=§om~k(£,,1,...,zl,n)=o, de inhoud nul is. Als dit
het geval is voor k=n -1, dan heeft de verzameling U, bepaald door
g’q(é,q,...jalnxg 0, mits hij begrensd is, een inhoud. Een hokje nl.
dat een punt binnen U en een punt bulten U bevat, kan een hokje zijn dat
een punt binnen en buiten de definitieverzameling van qu bevat of een
hokje dat een punt binnen U en een punt waarin q>1< O is bevat. In het
laatste geval bevat het hokje, wegens de continulftelt van 901, ock een
punt waar (qu—o is. De totale grootte van deze hokjes nadert tot nul
blj verfijning der verdeling. Dus heeft U een inhoud.

§§45. Lijn- en oppervlakte-integralen.

Het geven van een goede definitie van het begrip "k¥romme" is niet een-
voudig. Laten we uitgaan van de verzameling der punten (2,4,£L2) in R2
die voldoen aan P (5‘138,2)=o, waarbij we nog even in het midden la-
ten , aan welke eisen de functie SP heeft te voldoen. Onder zekere voor-
waarden kunnen we hier in de omgeving van een zeker punt é, als func-
tie van 8;2 oplossen (42.6). Nemen we b.v. een "cirkel" £;1§+~$ -1=0
dan behores bij iedere 2,2 met —14.5; <1 twee waarden van £, . Toch
kunnen we de cirkel met één parameter Voorstellen ciqucos A, é;2=sin7\
(04 A<427T), Bit brengt ons op de gedachte een kromme in Rn te definié&ren
als het beeld van een functie £( A ), waarbij A een interval doorloopt.
Nemen we nu f continu, dan kunnen hieruit verzamelingen ontstaan, die
we zeker niet als krommen zullen accepteren. Een vborbeeld hiefvan
‘schetsen we in het kort (zonder de bijbehorende bewijzen).

® . 1*%.3 .:.‘ ...... .....,‘
i : : R A A TN At S S T TR A0S
Db, ) L :
o ek L B T
S ”, ; e -
H : Heeed .‘..‘,45 LIRS ey :
! : : i
! A i 3y
14....-..‘-.....1 3‘. ............ - L’ :‘ ......................

‘Neem een interval (lijnstuk) en een vierkant (hiermee is bedoeld het
gedeelte van het platte vlak, dat door de zijden van het vierkant inge-
sloten wordt), Verdeel het lijnstuk in vier gelijke intervallen en het
vierkant ook in vieren als in de eerste tekening. Voeg aan de vier opean-
volgende intervallen de vier viérkqnten-toe als in de eerste tekening;
Ver@eel elk der intervallen en elk der'vierkanten weer in vieren en vbeg
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toe als in de tweede tekening enz. Elk punt van het interval is door een
intervalschakeling van dergelijke intervallen te krijgen en op grond van
deze constructie is aan elk der punten van het interval een punt van het
vierkant toegevoegd, Men kan bewijzen dat deze toevoeging continu is én
dat ieder punt van het vierkant als beeld optreedt. Dergelijke patholo-
gische voorbeelden van "krommen" zijn het eerst door Peanoc gegeven. De
afbeelding is niet eeneenduidig. Stellen we de eils dat de afbeelding
f( A ) eeneenduidig en continu is, dan wordt een meer aanvaardbaar begrip
kromme verkregen; echter vallen daar weer verzamelingen niet onder, die
we wel krommen zouden wensen te noemen, b.v. een 8-vormige kromme.

Een verzameling in Rn’ die bestaat uit de beeldpunten van een eeneen-
duidige continue functie f( A ) gedefinieerd op een gesloten interval,

heet een Jordanboog. Een kromme is een verzamellng, die de vereniging is
van een eindig asantal Jordénbogens dusdanig dat het beginpunt van de
volgende boog met het eindpunt van de vorige samenvalt. (Let wel, dat dit
niet het meest algemene begrip kromme is, dat wel in de wiskunde gebruilkt
wordt.) Bij een kromme kunnen we de definitie-intervallen van de opeen
volgende Jordanbogen aan elkear laten sluiten en aldus de hele kromme
als beeld van één continue functie verkrijgen.

We proberen nu de "lengte" van een kromme te meten door de kromme met
lijnstukken te approximeren. Laat f£(2 ) op {jg(>/3j} gedefinieerd zijn.

Verdee}l{ lo( 5 5] 1in deelintervallen door of = A < 71,]< .. < Ak= ﬁ en

vorm 2:% | £( Aj)ﬂf(a 3 1)] . Als de bovengrens van deze ultdrukking voor

J= i
alle mogelijke dergelijke verdelingen bestaat, noemen we deze de booglengte
van de kromme. De kromme heet dan rectificeerbaar. Niet iedere kromme
is rectificeerbaar. Als de functie die de kromme bepaalt differentieer-
baar is met continue partiéle afgeleiden van de eerste orde, dan is voor

de booglengte een voorstelling te geven in de vorm van een integraal.
Laat de kromme door de functie f(A ) gedefinieerd op het interval [0<,ﬂ]

gegeven zijnden laat %’4,,..5épn.de componenten van f zijn. De partié&€le

afgeleiden d?% zijn dan uniform continu. Bij £ > 0 is dan een 5‘1><)
d4p1(¢) d t,oi(T )}( £
S KO ey

voor i=1,..,,n. Neem nu een verdeling X = Roa: Rq-ﬁ... <Jﬁlg=/% van het
interval met een diameter £ J%. Verder kiezen we (voor qu""’k),/‘oj’
zodat ﬂ‘j~1</“oj é-ﬂj. Ult de middelwaardestelling van de differeuntiaal-
rekening volgt, dat er (voor i=1,..,,n en j=1,.,.,k)/uij met

te vinden, zodat uit oo - T\ « J} volgt

)lj__i' <f“ij< }lj te vinden zijn, zodat
Pl AN- (A5 ) de(u))
- - 1] N N
Aj— Rj_q T - Dan is i/“ij"/uoj\‘< ﬂj— Aj-ﬂ < J};
dus Pal2y)- pi(Ay4) S l’?i(/u"j)zg ¢ . Tus geldt ook

A g Ay ar  ITe(p )T
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\2C2 )-1(0y ) ar( )] £ a6 ap
J J- Ao df _ 1 . n
i Rj-' Rj_,] ‘ - d/\o {‘d 2(/3-0() ’alsa‘,ﬁ“("'a"-/ﬂ‘ J'°'s-‘a"§\"')o

Wegens j\x\-\y\!é.\x—y} is dan

X ko af(m ) \
}jg;llf(ﬂj)'f(lJ_q)l ”%ﬂ(_‘a"‘j\‘?“j——' (;\J' hj_z\) —é:

(A

B D P SS(A - )= &
Zj" RJ__/‘ d A ! J ,j-’\ ﬂ"d J___1 J J"',‘ 2

Er is een & 2>‘O, zodat, as de dlameter van de intervalverdeling zi<52

7
k  ar(a_.) ar( x)
%:ﬂ l /oJ { (}\j- Aj-ﬂ)'J/Y — ar < &

- Als dus de
diameter van de verdeling < § =min t& 47 32) is, geldt

n
ar(A ~
152% \f(7\3%4“ %J_q)L;)f.l“—é%“l} HA} < &, Als we een verdeling K =

= 7\04 A ,14 R 2 /\k=/% "verfijnen" tot een verdeling
X = Mol Mg lon & pmy= /b, d.w.z. als onder de 4o 's alle A 's voorko-

men, dan volgt uilt de driehoeksongelijkheid, dat
k

1
| f(;\J)—f(;\j—ﬂnié‘g:alfgﬁ‘r)“fgﬂ‘r_q)} . Verder is iedere verdeling

‘ PN )-1(2 5 ) af(m )]

is, geldt

te verfijnen tot een verdeling met diemeter £ d , Hieruit volgt voor

k
iedere verdeling & =?\O-£ A Aliee €N = (3, dat %\f(lj)-f(/’\j_,‘)? <

1 Ao qe =
£ Z::{f(/*r)'f(/“p_q)é‘f'}gﬁé%—l‘dh-+£ en dus ook dat
=’] N
kr B N
%i%‘f(7\j)'f(ﬁ j_q)lé'Jf\g%é%*l) dA . Hieruit volgt dat de booglengte
= *

. Verder is bij iedere & > O een ver-

Tar(x )
L bestaat en dat L < — | a A

k.
deling te vinden zodat /fg%g—;\——)—‘d% < P \f(ﬂ j)'f( A j-—’l)} +g Ly £,
ot =1

5 j/idf(h) ‘ \ //idf(',\) 3 . - a
ui g dd & L. Dus geldt Lix g \d/ . Dit geeft ons de
volgende stelling,

(45.1) Als een kromme in R, gegeven is door een functie f() ) gedefinieerd
op [cx s (b ] en met continue parti&le afgeleiden van de eerste orde, dan

heeft de kromme een booglengte, die gelijk is aan jJigié;%)& aA
Opgave 169. Bepaal de booglengte van de cirkel, gggeven door 5,1= Pcos‘l,
o= psin A (p> 0 constant, 0£ A «27).

Na hetgeen hier over krommen is opgemerkt, ligt het voor de hand
een oppervlak te definié&ren met behulp van een functie die van twee pa-
rameters afhangt en de oppervlakte van dit oppervlak te definiéren door
approximatie met driehoeken, waarvan de hoekpunten op het oppervlak lig-
gen. Hierblj doen zich evenwel nieuwe moeilijkheden voor, die we aan
een eenvoudig voorbeeld zullen demonstreren. Dit voorbeeld behandelen
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we meetkundig, hierbi] voofuitlopend op nog niet bewezen stellingen, b.v.
dat de oppervlakte (tweedimensionale inhoud) van een drichoek gelijk is
aan het halve product van basis en hoogte.

' We nemen de mantel van een rechte cirkel-
cylinder met hoogte h en straal R van het
grondviak. We verdelen de hoogte in m ge-
lijke stukken en de omtrek van de‘zo_ver—

. kregen cirkeldoorsnedenwin'n”gélijke
stukken (regeimatige n-hoeken) op de wij-
Je als in de tekening aangegeven. Hier-

tussen leggen we 2 mn driehoeken. Meﬁk
— rekent dan makkelijk na dat de som van
de oppervlaktenvan deze 2mn congruente driehoeken gelijk is aan

. _.n %71/ 3 T k2 me 5n T | ;

QTTR%F sih H> hy+~ﬁfﬁ R ;ﬁ'(if'Sin 55) . Verfijnt men nu de verdeling,
d.w.z. laat men‘m'En n-s00 gaan, dan zou dit tot de oppervlakte van de
cylindermantel moeteh naderen. Doet men dit zo, dat daarbij m=n 1s, dan

nadert het toﬁ éﬁ‘ﬁh; neemt men m=n2ﬁ dan nadert het tot 2ﬁRVh2+ggWARQ;
neemt men m=h3, dah nadert het tot +oo. Men noemt dit de paradox van
Schwarsz. |

We zullen deze moeilijkheid omzeilen, door te eisen dat de driehoeken
niet te "spits" mogen worden, d.w.z. dat de verhouding van het kwadraat
van de langste %ijde tot de oppervlakte bij verfijning begrensd blijft.
Analoge kwesties treden op bij meer dan twee dimensies; daarvoor zal
trouwens nog een generalisatie van het Begrip driehoek moeten worden
gegeven. Met het laatste zullen we beginnen.

Lijnstuk, driehoek en viervliak kunnen bepaald worden als de kleinste
convexe verzameling, die resp, twee, drie en vier gegeven punten bevat.

Aangezien de doorsnede van willekeurig veel convexe verzamelingen in
Rn weer convex is, bestaat er bij iedere verzameling S in Rn een kleinste
convexe verzameling C in Rn’ zodat SCC; C is n.l. de doorsnede van alle
convexe verzamelingen in R die S als deelverzameling bevatten. We noe-
men C het convexe omhulsel van S. Het convexe omhulsel van een verzame-
ling die uit k+1 punten bestaat, heet een k-simplex.De k+1 gegeven pun-
tan heten de hoekpunten. We noemen een 1-simplex een 1lijnstuk, een 2-
simplex een driehoek, een 3-simplex een viervlak.

(45.2) Het k-simplex met hoekpunten ao,a“,...,ak is de verzameling der

k . K
J X -
punten j2=0 ﬂja met A jz. 0 en 5j=07\ j—’l.

Bewijst: Noem K het k—simplex en V de verzameling der punten

k k
Z AJaJ met A J,>,-0 en {_: RJ=1. Nu bevat V de punten ao,...,ak (kies
=0 =0

n.ll:c één der A =; en de overige =0), Verder is V convex: laat x=

=Z:?\Ja3ev, y= %to/(JaJeV zijn en 0 < M. Dan is VY x+(1- p)y=
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, k
_-.éo( v ’AJ+(1~P )}&3)33 en V 2J+(1~V ) p 420 en Ea(p 134.(1_?)}“1)___1,

dus ¥V x+(1-V )ye&V, dus KcV, Dat V¢ K, bewijzen we door volledige in-
ductie naar k. Voor k=1 bestaat V uit de punten I\Oa0+ h1a’¥ met 7\020,
M;O en ')\O+ hqzﬁ, dus uit de punten Oa°+(1- \Q)a" met 0 £ ?\0.4,1,
die elementen van K zijn. Laat het nu voor k-1 bewezen zijn. De K, die
bij ao,.. .,za}c behoort, is een convexe verzameling, die ao,...,ak bevat
en dus ook ao,. . .,ak"1 en volgens inductieveronderstelling dus ook

k-1 k-1 k
.jZ;O/uJaj met M2 0 ean:O/AJ = 11; Neem nu een punt x = p ')\Jaj =

k-1 3 o
=2_ Aga’ + A 8" met 2JgeenZ')j=1.Als A, =1, dan zijn
J=0 J=0

alle andere hJ =0enx =2 &K. Als ?‘k # 1, stellen we X =

k-1 k-1

; A 3 k A A
=(’?~7\‘)Z a+1\a.bluisq-—-£-—>0enz:ﬂ—%—=1.ms
K- Km0 T Ak k ' =0 '~ "k

N
<5 ?7'7\1; a‘je K en ak.é K; omdat K convex is, geldt ook x & K. Daarmee

is het bewijs voltooid.

We moeten nu een inhoud defini&ren voor een k-simplex., Dit 1s een
nieuw begrip, wat het moet een k-dimensionale inhoud worden van een ver-
zameling in een n-dimensionale ruimte. We zullen aan dit begrip inhoud
in ieder geval de eis stellen, dat het invariant is bij draaiing en
translatie en dat het voor k = n overeenkomt met de inhoud volgens de
integraaldefinitie. We beginnen dearom met een n-simplex in Rn en gaan
daarvan de inhoud volgens de integraaldefinitie bepalen. Laat de hoek-

punten ao,aq,...,an zijn (schrijf het simplex dan.[ao,aq,...,an] ). We
n
passen een translatie over -2° toe, dan komt er Z: A a'j - a% =

n j=0 I
= Z Aj(a'} - 8%); dus[ao,aq,...,an} gaat over in {: b',a'kao,...,an—ao_) .
J=0

Noem aJ-a° = bJ (j=1,...,n). De lineaire operator A, bepaald door

Ae‘j = b‘j transformeert het simplex [5,e1,...,en} in het simplex

[ O,bq,...,bnj . We bepalen nu de inhoud van[U,eﬁ,.n.,en] , dat isven
de verzameling der punten %:1(.',1&31 met a ia 0 en ?»fii & 1. We bevij-

zen eerst dat deze verzameling een inhoud heeft door volledige inductie
naar n. De verzameling der punten waarvoor &n = 0 vormen juist het

(n—1)~simp1ex{_?5,e1,...,en_d in Rn_,‘, waarvan we volgens inductie ver-
onderstellen, dat het een inhoud heeft. BiJ] gegeven f., . é»

1"l "n-1

n-1 n

doorloopt &  het interval | 0, 1 - > Sy} omdat 1 -3 &, een
= =i

continue functle is, heeft het simplex wegens (33%.25) een inhoud. De ba-
sis der inductie ls eenvoudig, want voor n=1 is het simplex een inter-
val. De inhoud van het simplex vinden we nu als een herhaalde integraal.
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1 Z:/\ '
Bij gegeven Doyenas) krijgen we ) dh i N,.; bij gegeven
1 §—1 0 i
: n-2

e A
/\,‘,...,/\n_e dan o (1- Z ?) LRI =5 (1 Z:' ; bij gegeven
- 5 i:
01 Z/\;
e n-2 n-3 3
A/‘Jo-o, ))H-B dan %(1" £ )\ ) d ?) (1“‘ Z’ /\i) enZ.;
0 1=’ i=1
1- N

1
bij gegeven 7),‘ dan/ -(-52—2-7—,— (1- 21- %g)n'?’dh2= -(B-}T)T(’l-;),‘)r"q:
0

-1 1
tenslotteJ/n T—~TTT (1- 2 )n d ) ,= 7T - Dit is dus de inhoud van het
simplex Lo 1€4r e ,eﬁ] De 1nhoud van het simplex [o b n] ontstaat

hierult door vermenigvuldiging met de determinant van de lineaire opera-

tor A, dat is V/det (bi.bj). De inhoud van het simplex Lao,...,an Tis dus
i,J ‘

\/det (ai 0) (a -2%). Deze laatste grootheid, die wegens de draaiings-
i,
invariantie van het inproduct blijkbaar ook draaiingsinvariant is, ge-
bruilken we nu voor de definitie van de k-dimensionale inhoud van een

k-simplex [ao,.a.,ak] in een Rn, door deze inhoud te definidren als

e e,

ET \/det (a~-a ) (aj—ao).De determinant hierin is er nu dus een met %
i,

rijen en kolommen. Deze grootheid is inderdaad zinvol, want de determi-
nant 1s > 0. Dit zien we in door het simplex door een translatie en egn

draaling te transformeren in een simplex in de Rk van de punten waarvhin

de laatste (n-k) componenten =0 zijn. Stel pr=al-a © (i=1,...,k). Analbog
als in het bewijs van (44.5), blz. 182, vinden we punten dq,...,dy, zo-
dat bl= A4, voor i=1,...,k, d..d,=0 voor i#j en =1 voor i=j. We

-7 Ji7J 17

vullen d,,...,d, aan tot dqs...,d  zodat di'd3=0 voor i#j en =1 voor i=}
blijft gelden voor i=1,...,n; J=1,...,n. Er bestaat nu een draaiing D

waarvoor geldt Ddi“ei voor 1_1,...,n Dap 1is Db = E "hjiejzci voor

i=1,...,k. Het simplex [o b ,...,b ] gaat bij de draaiing D over in het

simplex [o,cq,...,ck] » dat echter geheel in de bovenvermelde R, 1ligt

k
en waarvan de inhoud, zoals reeds bewezen is, gelijk is aan

ET \ det(c .CJ), waarult volgt, dat det (ci.cj) > 0. Omdat D een drapi-
1,7 1,3

ing is, is echter det (b pdY=det(ct.cd), waaruit volgt, dat
1,7

det (at-a%).(ad -a%) 30
1,3
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BiJ de definitie van.het,begfib oppervlak stuiten we ob analoge moel-
1ijkheden als bij de definitie van het begrip kromme. We gaan daar niet
op in, doch veronderstellen direct dat de bepalende functies differen-
tleerbaar zijn. ,

Als f(u) een uniform totaal differentieerbare functie is, die een
verzameling V met inhoud in Rk afbeeldt op een verzameling W in Rn en als
de parti&le afgeleiden van f(u) begrensd zijn en de functionaalmatrix
rang k heeft, dan heet W ecen k-dimensionale vari&teit in Rn‘ Een twee-
dimensionale vari&teit noemen we een oppervlak. De els betreffende de
rang van de functionaalmatrix impliceert dat k¢ n is. We noemen de Rk
de parameterruimte van de vari&teit. (Eigenlijk behoort bij de definitie
slechts geeist te worden, dat de vari&teit bi] gedeelten aan bovenstaan-
de voorwaarden voldoet; we gaan daar evenwel niet op in.)

Bij een k-dimensionale vari&teit W enh een begrensde continue functie

¥ (x) gedefinieerd op W defini&ren we nu een varigtelt-integraal van

y(x) over W, Hiertoe verdelen we de parameterruimte in k-simplices,
dusdanig dat slechts eindig veel simplices ilets met V gemeen hebben. Van
een simplex dat geheel binnen V 11gt nemen we de beeldpunten van de
hoekpunten bij de afbeelding f{u) (die dus in W liggen) en vormen het
k-simplex met deze punten als hoekpunten (dit simplex behoeft niet bin-
nen W te liggen) Van dit simplex vermenigvuldigen we de k-dimensionale
inhoud met de waarde van yﬁ(x) in een beeldpunt van een punt van het}/
simplex in de parameterruimte eﬁ vormen hiervan de som over de verdeling.
Dit beschouwen we als een approﬁimatiesom van de gezochte variéteit-iﬁ~
tegraal. We nemen nu een rij verdelingen, waarvan de diameter naar nul
nadert; hlerbi] stellen we echter, om de paradox van Schwarz te vermij-
den, de eis, dat de verhouding van de k< macht van de diameter van een
simplex in de parameterruimte tot zijn k-dimensionale inhoud begrensd
blijft (anti-spitsheidseis). Als nu voor ledere dergelijke rij verdelin-
gen de approximatiesommen tot dezelfde waarde convergeren, dan noemen
we deze waarde de vari&teit-integraal van #(x) over de vari&teit W,
In de nu volgende stelling brengen we een varlételt-integraal terug
tot een gewone k-dimensionale integraal over de verzameling V in de
parameterrulmte.
(45.3) Als de k-dimensionale vari&teit W in R bepaald is door de funae-
tie f(u) gedefinieerd op de verzameling V in Hk en als 79(x een be-'
grensde continue functie is, gedefinieerd op W, dan bestaat de varidteit-
integraal van ?9(x over W en deze is, als we u={ )

") ’D 0
(%1:...,>ﬁn) en /\f %1 ____K_l’l

~ S e ® ey
" oM 4 oY )i

. 2f 7
{(f(f(u)) det (O/\ : ,\;‘J )a ey, .

qreees k): =

) stellen, gelijk aan

1,3

Bewijs: Niem een simplex [ﬁ ,...,uk] binnen V in de parameterruimte.
Laat u ~(7K sevas A 1)ziJn Het bijbehorende simplex in R 1s
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[_f(uo),..,,f(uki} . Dit heeft een k-dimensionale inhoud A=

- 1y _£(u®)).(£(ud)-£(u®))). Neem verder een punt us=
TZT\/ 2?3(@(1;) (u7)) . (£(u)-£(u eem

= /\1,...,7\k) binnen het simplex [uo,....,uk] . In u is f totaal diffe-
rentleerbaar; laat de functionaaloperator daar U zijn:
f(ui)zf(u)+U(ui~u)+(ul—u{ e(ui) ,

f(u°)=f(u)+U(uo—u)+]uo—u]e(uo), dus

f(ui)—-f(uo)=U(ui—u°) + luj‘-—ul e(ui)— [uC-u e(u®).

We vervangen nu eerst A door B= ‘ET\/ det((U(u -u®)). (U( -u®)))=

n_ k k 2P 1 2F p j_20=
- §e§3%n &m Ln o, (Pe M) Ty e )

L TR . B0 e 3%y 5 d 3 0
A 3 g O G SR IO

°) .det (2L, 25 get (D j--}to)=

*Vii,s "8 T st A At g,y t
AN A 0 > f . ‘ )
= T\, ;:'tfg ((u f-u \/deJ ‘3*1 5—;;) . Dit moet nog vermenigvul

digd worden met (f(u)) en gesommeerd over de simplices van een verde-

ling. Omdat -7-\/det ui-uo) (u‘j-uo)) juist de inhoud van {:uo,...,uk“ is

J

geeft dit een approximatiesom van deintegraaif Y (£( u))\/d t( o f ;f)d
QAi }J

die bij verfijning der verdeling tot deze integraal nadert. We moeten

nu alleen nog aantonen, dat de fout die we maken bij vervanging van A

door B tot nul nadert bij verfijning der verdeling. Nu geldt, als &

en o~ re€le getallen zijn en o« > 0, 32 O, dat t\/&' —V—E)S \/m) 5

immers er geldt zeker‘VZ - —l NRIES +V/‘\

Wa -Val B¢ W +Vz 11 va \/“} = \a-0], ausi\f;’ VplI< Vi -p
Nemen we voor « en /2 de determinanten die in A en B optreden, dan moe-
ten we dus het verschil van deze determinanten beschouwen. Nu is

(£(uh)-£(u®)) . (£(u?) -1 (u2))=(0(utu®)) . (u(ud u) ) +

#(U(ut-u®)). ([ud-u]e(ud) - u®-ule(u®)) +( jut-ul e(ud)- ju®-ul e (u®)). (U0
+( \ui-u]e(ui)-,uo-u[ e(uo)).(]uj—u\e(uj)— |uo-u] e(u®)).

Zo 1s 1leder element van de determinant in vier termen gesplitst; de
determinant kan zo in 4% determinanten gesplitst worden, waarvan één

Juist de determinant is, die in B optreedt. Laat nu Y 1>2 zo gekozen

zijn, dat |U(u)} < \d Jul  (uniform in u) en bij ¢ > o, § < 1een XA>0
zodat als de diameter < M is, Jei< b is (uniform in u). Dan is

u.:"




lot = 12 (ya® AP g2 8 A Bier (¥Foy=eier (85-1) 2T 3 APKL woem

Xe 2o (4K-1) 5/,‘21"1, dan 15|V -A/B | £ M’S”,\k. Laat verder ;>0
zo gekozen zijn, dat \47(x)1<faz3, dan is de fout, gemaakt bij één sim-
plex, in absolute waarde k‘ 3/3 JE ’1/5 ?\ . De anti-spitsheidseils geeft
ons het bestaan van een A/4> 0, zodat, als S de inhoud van het simplex
is, geldt X 43/43 dus \fout].ék—,-a’B 3/2‘[/‘—'3/48 Bij sommatie over de
simplices geldt ZZ?S;QI(V), dus voor de approximatiesom geldt
\fout\é.é%XTde2 yff”*hz(v). Bij een £ > O kiezen we nu S &

ZL—E (k!) , dan is |fout] & & . Daarmee is het bewijs voltooid.
R CR A
We merken op, dat bij het bewijs van (45.3) niet gebruikt is, dat
de rang van de functionaalmatrix =k is. De stelling geldt dus ook, als
ann deze eis niet voldaan is.
De vari&teit-integraal van de functie die constant =1 is (eigenlijk
dus van de karakteristieke functie van W), heet de k-dimensiocnale inhoud

| . af
van de vari€teit. Deze is dus gelijk aaq/}{ det ( )dbu . De
ij‘rﬁ

tweedimensionale inhoud van een oppervlak noemen we de oppervlakte van
dat oppervlak; een variéteit-integraal over een oppervlak noemen we een
oppervlakte-integraal eh over een kromme een lijnintegraal,

Opgave 170. Op blz, 200 hadden we voor een k-simplex in Rn al een k-
dimensionale inhoud gedefinieerd. Interpreteer zo'n k-simplex als een k-
dimensionale vari&telt en bewijs dat daarvoor het oude en het nieuwe
begrip k-dimensionale inhoud overemnstemmen,

Als voorbeeld behandelen we het boloppervlak {x) =P in R3, dat als
volgt voor te stellen is in parametervorm: aﬁ—P cos chosikg, ¢:2=
=P sin71 cos '\2, a —P s:m')\ met O-:i/\ L2090, - —%—é?\gﬁ—% . Nu is

=(-P sin A cos'\ , Pooo'\ cos N\ ,O), ,’—a—-—i:-=
3\1 2 1 270 g, e
=(-Pcos A sinA 5, -P sin A _sinA ,,P cos A ,). Verder is de’c(-—-—g . =)
s
P2c0827\2 0 3

=

=P 00323\2. De oppervlakte is dus

0 pe
oT -
fj P2cos Aod A /\2=27r1=2.2=47r?2.

t oOnbevredigend is, dat bi; de definitie van vari&teit-integraal het
parameterstelsel een rol speelt., Dit is het geval bij de eis, dat de
simplices in de parameterrulmte een verdeling mo=2ten vormen en elkaar
dus niet mogen overlappen; verder is de anti-spitsheidseis ook voor de
simplices in de parameterruimte gesteld. Nu is e3:n vari&telt wel meer

-



dan alleen maar een puntenverzameling. Bij een oppervlak, waarvan een
2 doorsnede in de tekening is geschetst, liggen

. ,
-””’i?~“‘“;:> de punten a en b in de ruimte dicht bij elkaar,

madr niet op het oppervlak en dit feit wordt

in het parameterstelsel wel tot uitdrukking gebracht. Het is echter ook
niet zo, dat slechts één parameterstelsel het ware zou zijn. We moeten
dus een geoorloofde parametertransformatie definiéren,

Laat W een k-dimensionale variéteit zijn, bepaald door f(u), gedefi-
nieerd op de verzameling U in Rk' Leat verder h(v) een eeneenduidige
functie zijn, die een verzameling V met inhoud in Rk op de verzameling
U afbeeldt, zodat h(v) uniform totaal differentieerbaar is met eeneen-
duidige functionaaloperator, zodat de elementen van de functionaalmatrix
en van de inverse van de functionaalmatrix begrensd zijn en zodat, als
zfq,..',z . de componenten van h(v) en At qsenis My dle van v ozijn,

\ b(:{ /‘JO.:"%E—)—
-V 'a(/x,]:--”/&k)
g(v)=f(n(v)), dezelfde vari&teit is als de oorspronkelijke en we noemen
de overgang van u op v een geoorloofde parametertransformatie.

dwo bestaat. Dan zeggen we dat W, bepaald door

We bewijzen nu, dat het begrip variéteit—integraai riiet van het para-
meterstelsel afhangt. Met v Als parameter wordt de vari&telt-integraal

2¢ dg _y= 2f 2)r
{(P(g(v))l/cilf’eg (5—/71. D/u)dc.u Maar 57 %-;71 e aa dus

2g _?_g__l/ k X JIXr 9%As ,0r 3£,

Vdetﬁl—-d (-% 28y qer 2%e

i,r D/*ix‘ 025 5,3 oMy
Vdet(bf ‘b(){\q""—'%k)
3 bAi I’)

8(/)s,‘;¢v¢)/uk)
vari&teit-integraal 6§D(f(u))l/det (=—— Df J f)th), maar hierop kunnen

{ . Met u als parameter wordt de

b\ dA4

we de transformatiestelling (44.7) toepassen. We vinden dan, dat dit ge-

11jk wordt aan JLP(f(h(v)))}/c’iet (3; . %57 ID(Xq"“:Xk)\d w_., Bei-
1,3 i ) \ A Masenes ) v

de parameterstelsels leiden dus tot dezelfde vari&teit-integraal.

Opgave 171. Als een oppervlak in R3 gegeven 1is door é. yV(éiq,é: )

dan is de oppervlakte- -integraal van een functie <P (x) te schrijven in

de vor'mff(,o((i,l, Cz,vy(éﬁ‘q,é‘.g)) ’1+(-?—%]) + (’3—%2) da,‘d &2. Bewi js

dait.
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%’46. De formule van Stirling.
c.-—,

(46.1) n'= Vo m"% -n EE met 0 < U ﬁ’l (formule van Stirling).

. a a
Bewijs: Noem a = __rl_z____ , dan 1is ?M = e( }m-% , dus log n+l _
- no n¥g -0 Gy n+1 a
n+1 14x _ X x2k+1
=1-(n+})log 22— . Voor }x| 41 geldt log T TW (zie blz. 98)

dus voor 0<x<1 geldt log 1+x> 2x. Kiezen we hierin z= T—’f’ dan is

a
1+X _ n+1 n+1 n+1 n+1
Iox = —5— en we vinden log —_ > —%— dus log <0, dus 5

1’1 n

<1,

dus an+’1<an‘ De rij a_ is dus antitoon en begrensd (immers an>0), en

dus convergent: 1lim an=<x We bewijzen nu dat X > 0 is. Voor 0L x <1

n-»00
2k +1 3 2
14X X X 1
geldt log -——~»<2X+2% 3 =2X+ ;—(———2-)— =2X+ -3— (-;r_—x- - 1+X) Hierin
_ 1 1 2n+1 1 _ 2n#
kiezen we weer Xx= T dan 1is 7% = An S0 Tix T il dus

n+’t 1 1 1 1 n+’¥ 1 ¢/ 1
108 < fp + moreny (| - owpr)s s 108 5> oq5 (7 - gy) - Door op-

(-;-ll- - m). Laat men nu k=*® , dan

a
telling volgt hieruit log n+k> -
)

geeft & =0 direct een fegenspraak omdat het linkerlid dan naar -0 2Zou

gaan en het rechterlid naar - Té— Dusof > O en log ~—a T}' Dit
{1
geeft e iE N —-{1 dus X =a n€ T met OLS/’:’L Als we nog aantonen,

dat X \/2/1 is, is (46.1 %wezen Hiertoe gebrulken 7¢ het resultaat

)

4 k-1 i 2n-1

2 k- | n-

van opgave 140, blz. 143: [ sin Ny dx= H Ssp en j sin x dx=
0] —2— k=1 0

- 2m o
2k sin“'x dx m
| »xsq - Noemen we ! = B , dan geldt =
ke <K+ —?" om+1 m’ Kl
sin dx
L
- 2k) K 2m+1 (* f
=B T{— — ey . Uit sin x dx & sin xdxé
M k=1 0 0
volgt direct 1¢B <1 | gus 1im B =1. Dus geldt:
m ~300
(a6.2) -2— = 1lim W (PPOGU.Ct van Wallis)
m-* k=1
Nu is || (2k)° = 5@ (2k) - 2 (m!)

k=1 (2k-1)(2k+1) k=1 (2k-1)2k.2k(2k+1) ((2m)!)°(2m+1)
24ma ﬂm&mi—Ee—#m

Omdat ni=a_ n"%e™®, geldt L = 1inm ‘

n & 7z m->00 & ?Eﬁmmnﬁm-&%ﬂim(m{_ﬂ
= 1im m —-—E o2, dus A %=27W, dus & =V27 . Hiermee is
m-» QO a- ’

het bewijs valte«aid .
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Uit (46.1) volgt direct 1lim n. =1. We kunnen dus voor
n - \/5;%n+§e—n

grote waarden van n de grootheid Lféi’n“+%e‘“ in zekere zin als
"benadering"van n! gebrviken. Dit is geen benadering in die zin, dat
het verschil tussen ware en benaderde waarde tot nul zou naderen als
n-* , maar wel dat de verhouding van de afwijking tot de waarde zelf
(welke laatete uiteraard %eer snel stijgt met stijgende n) tot nul na-
dert. De grootheid 1-e” 7 geeft een schatting hoe snel dit gaat. Voor

nr N+ -1
berekeningen is 'VEH n e dikwijls veel handelbaarder dan n!

Einde van de cursus analyse.




